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Аннотация. Задача о нахождении меры Лебега m множества 1B  покрытий решений неравенства ( ) ,wP x Q−<  
,w n>  Q∈ и 1,Q >  в целочисленных полиномах ( )P x  степени не более n и высоты ( )H P Q≤  является одной из ос-

новных проблем метрической теории диофантовых приближений. Получена новая, наиболее сильная к настоящему 
времени, оценка ( ) ,w nB c n Q − +m <  1.n w n< < +  Даже неэффективная версия этой оценки позволила В. Г. Спринджуку 
решить известную проблему Малера.
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Abstract. The problem of finding the Lebesgue measure m of the set 1B  of the coverings of the solutions of the inequality 
( ) ,wP x Q−<  ,w n>  Q∈ and 1,Q >  in integer polynomials ( )P x  of degree, which doesn’t exceed n and the height ( ) ,H P Q≤  

is one of the main problems in the metric theory of the Diophantine approximation. We have obtained a new bound 
1 ( ) ,w nB c n Q − +m <  1,n w n< < +  that is the most powerful to date. Even an ineffective version of this bound allowed 

V. G. Sprindzuk to solve Mahler’s famous problem.
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В середине XIX в. Дирихле доказал, что для любого действительного числа x∈ можно най-
ти бесконечную последовательность натуральных чисел 1 2, ,q q  таких, что выполняется нера-
венство

 2j
j

j

p
x q

q
−− <

при некоторых целых числах 1 2, , .p p 

В 1924 г. Хинчин доказал очень общую метрическую теорему о приближении действитель-
ных чисел рациональными числами. Пусть [ , ]I a b= ⊂  – некоторый интервал, Bm  – мера Лебега 
измеримого множества B _ R ( ),I b am = −  ( )tΨ  – монотонно убывающая функция аргумента 0.t ≥  
Обозначим через 1( )Ψ  множество ,x I∈  для которого неравенство

© Берник В. И., Бударина Н. В., Засимович Е. В., 2021



 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2021. Т. 65, № 5. С. 526–532 527

 

( )p qx
q q

Ψ
− <

имеет бесконечное число решений в 2( , ) .p q ∈
Т е о р е м а 1 (Хинчина). Справедливы равенства

 
Теорема Хинчина обобщалась с многочленов первой степени на многочлены более высоких 

степеней. Обозначим через ( )n Ψ  множество ,x I∈  для которого неравенство

 1
1 0( ) ( )n n

nP x a x a x a H H− += + + + < Ψ

имеет бесконечное число решений в полиномах ( ) [ ]P x x∈  степени deg ,P n=  высоты H = H(P) = 

0
( ) max .i

i n
H H P a

≤ ≤
= =

Г и п о т е з а  М а л е р а [1]. При любом 0e >  и 1
1( )H H +eΨ =  верно равенство 1( ) 0.nm Ψ =

Гипотезу Малера доказывали и достигали в решении этой задачи частичного прогресса мно-
гие крупные математики. Ее полное решение было получено Спринджуком [2]. Гипотеза Малера – 
это обобщение теоремы Хинчина в случае 1

1( ) .q q − −eΨ =  Полное обобщение теоремы Хинчина 
на многочлены произвольной степени было получено Берником [3] и Бересневичем [4].

В последние 20 лет в метрических теоремах не переходят к бесконечному числу решений,  
а при фиксированном 0Q >  рассматривают множество 1 ,B I⊂  для точек которого выполнено не-
равенство
 ( ) , ,wP x Q w n−< >  (1)

для всех полиномов ( ) [ ],P x x∈  deg ,P n=  ( ) .H P Q≤  Если ,w n≤  то, используя принцип ящиков 
Дирихле [2; 5], нетрудно доказать, что 1 .B I=  В дальнейшем для сокращенной записи неравенств 
будем использовать символ Виноградова ^ (см. [2]), где константами будем считать величины, 
зависящие от n и не зависящие от Q. Приведем теорему из [6].

Т е о р е м а 2. При w n>  справедливо неравенство

 1 ,
w n

nB Q
−

−
m 

где ^ – символ Виноградова.
В настоящей работе в теореме 3 мы улучшаем при 1n w n< < +  оценку теоремы 2, при этом 

длина интервала I будет равна ,Q −g  10 .
2

< g <
Воспользуемся стандартной конструкцией из [2]. Упорядочим корни 1, , nα α  многочлена 

( )P x  следующим образом: 1 2 1 3 1 .nα −α ≤ α −α ≤ ≤ α −α  Следуя [2], введем величины ,jr  
,jl ∈  ,jp  2 ,jl n≤ ≤  1 1,j n≤ ≤ −  такие что:

 
1

1
2

1
1 1

1
, , ( , , ), 0, [ ] 1,

'( ) , , , .

j j j
i j j n

j np
j

l l
Q l l l T

T T
l l

P Q p v v p n
T

−r −

−

−
α −α = ≤ r ≤ = ∀e > = e +

+ +
α > = ∀ ∈ − < e







 
(2)

Пусть ( )n Q  – множество полиномов ( ),P x  deg ,P n≤  ( )H P Q≤  и ( , )n Q l  – множество поли-
номов ( ),P x  deg ,P n≤  ( ) ,H P Q≤  корни которых упорядочены как в (2) при фиксированном .l  
Нетрудно доказать, что 2# ( , )l c n< e  [2].

Рассмотрим интервал (0,1).=I  Пусть Q – натуральное число, 0 ( , ),Q Q n> e  I _ I – интервал, 
длина которого ,I Q −g=  0.g >

если

если
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Т е о р е м а 3. При 10
2

< g <  и 1n w n< < +  справедливо неравенство

 1 1 .w nB c Q I− + +em < m  (3)

В (3) и далее величины 1 1 2( ), ,c c n c=  зависят только от n и не зависят от Q. В [2] доказано, 
что если 0na >  – старший коэффициент полинома ( ),P x  то неравенство 2 ( ),na c H P>  20 1c< < , 
приводит к неравенствам 3.j cα <

Докажем несколько вспомогательных лемм.
Л е м м а 1. Теорема 3 верна при дополнительном условии

 1 0'( ) ,P Qα > δ  (4)

где 0δ  – произвольное фиксированное число, такое что 00 1.< δ <
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся классической леммой 2 из [2] и (4). Тогда из неравен-

ства ( ) wP x Q −<  и (4) получаем
 1 1

1 0 2 .n wx Q− − −− α < δ  (5)

Просуммируем эту оценку по всем полиномам ( ) ( )nP x Q∈  с фиксированным вектором 
1( , , ),nb a a=   и по 0 ,a  где ia  – коэффициенты полинома ( ).P x  Тогда для множества 2 1,x B B∈ ⊂  

удовлетворяющих (4), выполняется оценка

 
2 1

2 0 4 2 ,n n w n

b
B nc Q+ − +m < δ∑

что и доказывает лемму 1 при 2 1
1 0 4 2 .n nc nc += δ

Л е м м а 2. Теорема 3 верна при дополнительном условии

 11
1 0'( ) ,pQ P Q− < α ≤ δ  (6)

где 0δ  – произвольные фиксированное число, такое что 00 1< δ <  и 1
10 .
2

p< <
Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначения:

 { }1
1 1( ) : 2 ( ) ,n wP x I x Q P −− ′s = ∈ −α < α  (7)

 { }1
1 1 5 1( ) : ( ) .P x I x c P −′s = ∈ −α < α  (8)

Из (8) и (6) следует, что 1( ).I Pm ≥ ms
В (7) и (8) алгебраические числа 1α  могут быть и комплексные, а интервал ( )Ps  в этом случае – 

хорда круга 1( , )K rα  с центром в 1α  и радиусом 1
12 ( ) ,n wr Q P −− ′= α  образующаяся при пересе-

чении круга и отрезка I. Если пересечение не пусто, то 1( )Ps  – хорда 1( ),Ps  близкая к диаметру 
круга 1( ).Ps  Пусть 1( ).x P∈s  Разложим полином ( )P x  на 1( )Ps  в ряд Тейлора в точке 1α :

 1 ( )
1 1 1 1 1

2
( ) ( ) ( )( ) ( !) ( )( ) .

n j j

j
P x P P x j P x−

=
′= α + α −α + α −α∑  (9)

Для оценок слагаемых в (9) применим леммы об оценке 1x −α  и 1( )P′ α  из [2; 7] и (7).
Поскольку из (5) и (6) следуют неравенства 11

1 6
w px c Q − − +− α <  и 1 1 6( ) ,P x c′ α − α <  то имеем 

как в [2]:

 
2 2 3 1 2 1 2

1 1 6
1 ( ) .
2

P x c n Q Q− − − +e′′ α − α < 

Остальные члены разложения в (9) будут иметь еще меньший порядок по Q, чем 1 2
1 12 ( )( )P x− ′′ α − α  

и поэтому для всех 1( )x P∈s  имеем

 7( ) 2 .P x c<  (10)



 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2021. Т. 65, № 5. С. 526–532 529

Введем вектор 1( , , ),nb a a=   состоящий из коэффициентов полинома P(x). Множество поли-
номов из ( )n Q  с одним и тем же вектором b  обозначим через ( ).V b  Понятно, что из jQ a Q− ≤ ≤  
имеем 1# ( ) (2 1) 2n n nV b Q Q+≤ +   при 0.Q Q>  Покажем, что пересечение

 

при 1 2( ), ( ) ( ) ( ),nP x P x V b Q∈   если 7
1 .
4

c <
В самом деле, если  а01– свободный коэффициент полинома P1(x), а 02a  – полинома P2(x), 

то рассмотрим разность 2 1( ) ( ) :P x P x−

 02 01 2 1 80 ( ) ( ) 4 .a a P x P x c≠ − = − <  (11)

Поскольку 02 011 ,a a≤ −  то неравенство (11) противоречиво.
Из определений (7) и (8) следует, что

 1
9 1( ) 2 ( ),n wP c Q P− −µσ < µσ

а из (10) имеем
 1

( )
( ) .

P V b
P I

∈
µσ ≤ µ∑

Поэтому

 

1 2 2
9

( )
( ) 2 2 .n w n w n

b P V b b
P c Q I Q I− − + − +

∈
µσ ≤ µ ≤ µ∑ ∑ ∑

Л е м м а 3. Теорема 3 верна при дополнительном условии

 
1 1
2 21'( )Q P Q

−
< α <

или, что одно и то же, 1
1 3 .
2 2

p< <
Лемма 3 следует из оценки теоремы работы [7].
Л е м м а 4. Теорема 3 верна при дополнительном условии

 
1

1 21( ) .nQ P Q
−− + ′< α ≤

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим число 1
2 1 1l T p− + −  и потребуем, чтобы оно имело дроб-

ную часть 1
2 10 { 1} .l T p−≤ θ = + − < ε  Введем натуральное число

 1 1
2 1 2 1[ 1] 1 ,k l T p l T p− −= + − = + − − θ   0 .≤ θ < ε  (12)

Зафиксируем вектор 1( , , )k n kb a a +=   и множество полиномов с одним и тем же вектором kb  
обозначим через ( ).kV b  Для каждого полинома ( ) ( ) ( )k nP x V b Q∈   введем интервалы ( )Pσ   
и ( )k Pσ :

 { }1
1 1( ) : : 2 ( ) ,n wP x I x Q P −− ′σ = ∈ −α < α  (13)

 { }1
1 10 1( ) : : ( ) , 0.ku

k kP x I x c Q P u−− ′σ = ∈ −α < α >  (14)

Разложим многочлен P(x) в корне 1α  по формуле Тейлора на интервале I1, 
1

2
1 ,l TI Q

−−=  при-
чем 1( )k P Iσ ⊂ :

 
2 1 ( )

1 1 1 1 1 1 1
3

1( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( !) ( )( ) .
2

n j j

j
P x P P x P x j P x−

=
′ ′′= α + α −α + α −α + α −α∑

Из леммы об оценке 1x −α  следует, что интервал ( )Pσ  содержит все решения x неравенства (1), 
для которых 1α  – ближайший к x корень P(x), а при
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 1
2 1 1ku l T p−≥ + −  (15)

интервал	 ( )k Pσ 	не	полностью	покрывает	I1.	Из	оценок

 
12 3 2 2 2 1 ( )

1 1 1 1 1 1
1 1( )( ) , ( )( ) , ( !) ( )( )
2

k k ku u p j j uP x Q P x n Q j P x Q
n

− − − + − −′ ′′α − α ≤ α −α < α −α < ,

следует,	что	для	всех	 ( )kx P∈σ 	при	 0Q Q> 	в	(14),	верно	неравенство

 ( ) 2 .kuP x Q −<  (16)

Интервалы	 ( )k Pσ 	 разделим	 на	 два	 класса:	 существенные	 и	 несущественные.	 Если	 для	
1( ) ( )kP x V b∈ 	найдется	другой	полином	 2 ( ) ( )kP x V b∈ 	такой,	что

 1 2 1
1( ( ) ( )) ( ),
2k k kP P Pµ σ σ ≥ µσ

то	интервал	 1( )k Pσ 	будем	называть	несущественным.	Если	же	для	любого	 2 ( ) ( )P x V b∈ 	верно	не-
равенство

 1 2 1
1( ( ) ( )) ( ),
2k k kP P Pµ σ σ < µσ

то	интервал	 1( )k Pσ 	будем	называть	существенным.	Каждая	точка	интервала	I _ I, ,I Q −γ=  0,γ >  
покрывается	не	более	двумя	существенными	интервалами	 ( )k Pσ 	и	поэтому

  (17)

Из	(13)	и	(14)	следует
 1

11( ) 2 ,kn w u n kP c Q I− − + + −µσ <  (18)

откуда	имеем	из	неравенства	 0# ( ) (2 1) 2 , ,n k n n k
kV b Q Q Q Q− −≤ + >

 

что	при	 ,ku k≤  0Q Q> 	меньше	 1
12 .w nc Q I− − +

Если	 интервал	 ( )k Pσ 	 несущественный	 и	 неравенство	 (16)	 выполняется	 для	 множества	 B, 
1 ( ),
2 kB Pµ > µσ 	то	по	лемме	об	оценке	 1( )P′ α 	из	[8]	для	всего	интервала	 ( )k Pσ 	верно

 1( ) ( ) ( ) , 2, deg ,ku
j jR x P x P x Q j R k−= − ≥ ≤  (19)

для	некоторого	полинома	 1( ) ( ) ( ) [ ].j jR x P x P x x= − ∈
Если	количество	полиномов	 ( )jR x 	удовлетворяет	условию	 ,Q ε

 	то	подсчет	мер	осуществля-
ется	непосредственно.	Если	для	количества	полиномов	 ( )jR x 	выполнено	 Q ε

 	и	среди	полино-
мов	 ( )jR x 	окажутся	полиномы	без	общих	корней,	то	положим	 ku k= 	и	применим	к	двум	таким	
полиномам	 ( )jR x 	лемму	об	ограниченности	полиномов	сверху	из	[9].	Здесь,	как	и	в	[9],

 
1

2 1 1
1 1

2 1 2 1

        1 ,        2( 1 ) 2 2 ,

1 2( 1 ) 3 3 2 2 2 2 ,

k l T p p

l T p k l T p

−

− −

τ + = = + − θ τ + − η = − θ

τ + + τ + − η = + − θ > + δ = + − + δ
 (20)

что	противоречиво	при	3 2.θ + δ <
Если	равенство	(12)	не	выполняется,	то	разложение	 ( )P x 	в	ряд	надо	проводить	на	интервалах	I 

длины	
1

2 , 0.l TI Q
−− −∆= ∆ > 	За	счет	выбора	Δ	величину	 1

2 1 1l T p− + ∆ + − 	можно	сделать	близкой	
к	натуральному	числу	и	повторить	рассуждения	(14)–(20).

Остается	случай,	когда	полиномы	 ( )jR x 	имеют	общие	корни.	Тогда	полиномы	 ( )jR x 	приво-
димы	и	их	можно	представить	в	виде	произведения

 1 2( ) ( ) ( ).jR x t x t x=
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Обозначим 1 1deg ( ) 1,t x n k= ≤ −  1( ) .H t Qλ=  По лемме о степени и высоте произведения поли-
номов из [3] имеем 2 1deg ( ) ,t x k n≤ −  1

2( ) .H t Q −λ
  Неравенство

 ( ) k
jR x Q −



верно для всех точек ( ).kx P∈σ  Обозначим через a такое действительное число, для которого не
равенство
 1( ) at x Q −<

верно для точек 3 ( ),kx B P∈ ⊂ σ  3
1 ( ),
2 kB Pµ > µσ  но уже неравенство

 1
1( ) at x Q − −ε<

справедливо только на множестве 4 ( ),kB P⊂ σ  4
1 ( ).
2 kB Pµ ≤ µσ  Из введенных определений и лем-

мы об оценке 1( )P′ α  следует, что на всем интервале ( )k Pσ  справедливо неравенство

 1 1 11( ) , ( ) , .
a

at x Q t x Q Q Q
−− λλ =   (21)

На множестве 5 4( ) \ ,kB P B⊂ σ  5
1 ( )
2 kB Pµ > µσ  верно неравенство 1( ) ,at x Q − −ε

  а поэтому 

2 ( ) ,k at x Q − + +ε
  и для всех ( )kx P∈σ  верно

 112 22( ) , .
k a

k at x Q Q Q Q
− −ε

−− + +ε −λ−λ =   (22)

Множество x, для которых верно неравенство (21), разрешимо в полиномах 1( )t x  степени 1n   
и высоты .Qλ  Данное множество по индукции может быть покрыто интервалами с суммарной 

мерой 
1

1
1 1 ,

a a nn
Q Q

−λ
− + −
λ λ

   а множество x, для которых верно неравенство (22) – интервалами 

с суммарной мерой 
1

1
(1 )( )( )

1 1
2 2 .

k a k a k nk n
Q Q

− −ε − −ε− −λ −
− + − −

−λ −λ
   Если справедливо хотя бы одно из не-

равенств
 1 1( ) , (1 )( ),a n w n k a k n w n− λ > − λ − − ε > − λ − + −

то множество решений неравенства ( ) wP x Q −<  покрывается интервалами с суммарной мерой 
,w nQ − +

  и теорема доказана. Покажем, что система неравенств с двумя противоположными не-
равенствами в (22) несовместна. Из системы неравенств

 
1

1 1 2 1

1 1

( ) ( ),   1 ,    0 1,
(1 )( ),    1 1,             1.

a n w n w n n k l T p
k a k n w n n k n w n

− < λ + − λ = λ − − = + − + θ ≤ λ ≤


< + ε + − λ − + − ≤ ≤ − < < +
 (23)

имеем
 1 1 10 ( 2 ) ( ).k n w n n k w n n< λ − + + − − = λ − + − +  (24)

В одном из сомножителей ( )jt x  степень не превосходит .
2
k  Поэтому можно считать 1 .

2
kn ≤  

Далее, по условию 1,w n− <  1 1.n ≥  Правая часть неравенства (24) всегда отрицательна и система 
неравенств (23) несовместна.

Предложенный метод работает до 1.k n= −  В этом случае 1
2 1 .l T p n− + =

Л е м м а 5. Теорема 3 верна при дополнительном условии

 1
2 1 .l T p n− + >  (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случаи (25) называются у Спринджука [2] классами второго рода и 
их доказательство может быть проведено так же, как в [2].

Таким образом, леммы 1–5 охватывают все возможные случаи для величины 1( ) ,P′ α  что 
дает полное доказательство теоремы 3.

,
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