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Аннотация. Рассматривается пространственное распределение точек с алгебраическими сопряженными коор-
динатами фиксированной степени, построенное с помощью высотной функции. Получена универсальная оценка 
сверху и снизу для плотности распределения таких точек при произвольной высотной функции. Показано, как по 
заданной совместной плотности распределения коэффициентов случайного многочлена степени n построить такую 
высотную функцию H, что многочлены q степени n, равновероятно выбираемые с условием [ ] 1,q ≤H  имели бы та-
кое же распределение корней, как у исходного случайного многочлена.
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Введение. Сообщение посвящено совместному распределению алгебраических точек – то-
чек, координаты которых суть сопряженные алгебраические числа.

Ранее было показано [1; 2], что распределение таких точек можно описать в терминах плот-
ности распределения, и выражение этой плотности совпадает с корреляционной функцией кор-
ней некоторого случайного многочлена. Ключевую роль в корректном построении упомянутого 
распределения играет понятие высотной функции – такой функции H коэффициентов много-
члена, что количество целочисленных многочленов q фиксированной степени, удовлетворяющих 
условию [ ] ,q X≤H  конечно для любого вещественного X. Высота алгебраической точки опре-
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деляется как значение высотной функции на векторе коэффициентов минимального многочлена 
координат этой точки.

Среди наиболее употребительных высотных функций – обычная высота (максимум модулей 
коэффициентов многочлена) и мера Малера. Например, в [3–5], посвященных асимптотике об-
щего количества многочленов и алгебраических чисел фиксированной степени и ограниченной 
высоты, в качестве высотной функции выступает мера Малера и родственная ей высота Вейля,  
а в [6; 7], где подсчитываются алгебраические точки вблизи гладких кривых и поверхностей, ис-
пользуется обычная высота.

Плотность распределения алгебраических точек существенно зависит от используемой вы-
сотной функции. Поэтому возникает вопрос о том, как соотносятся между собой результаты 
подсчета алгебраических точек при разных высотных функциях.

Покажем, что при любых высотных функциях для плотностей распределения алгебраиче-
ских точек выполняются универсальные верхние и нижние оценки. Кроме того, по заданной со-
вместной плотности распределения коэффициентов случайного многочлена мы построим высо-
ту, относительно которой вещественные многочлены будут иметь такое же распределение кор-
ней, как и у данного случайного многочлена.

Основные понятия и соглашения. Далее степень n алгебраических чисел и точек произ-
вольна, но фиксирована. Также зафиксированы целые неотрицательные k, l, такие что 1 2 .k l n≤ + ≤  
Асимптотические соотношения и пределы рассматриваются при .Q → +∞  Комплексная плос-
кость C отождествляется с евклидовой плоскостью R2, в частности, пространство Rk × Cl мы 
будем отождествлять с Rk + 2l.

Формальная переменная у многочленов обозначена символом X. Например, запись 
2

1 2 1 0( )( )X z t X t X t- + +  обозначает сам многочлен, т. е. элемент кольца [ ],XR  а 2
1 2( )(x z t x- +  

+ 1 0 )t x t+  – значение этого многочлена в некоторой точке x.
В сообщении под высотой многочлена 

0
( )

n j
j

j
q X a X

=
= ∑  мы понимаем непрерывную функ-

цию 1: [0, ),n+ → + ∞RH  удовлетворяющую двум условиям: (а) [ ] = 0qH  тогда и только тогда, 
когда q есть тождественный нуль; (б) [ ] [ ]q qw = wH H  для всех вещественных w. Саму функ- 
цию H, как функцию коэффициентов многочлена, мы будем называть высотной функцией. Для 
заданной высоты H определим (n + 1)-мерный «единичный шар» BH как
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0
: ( , , ) : 1 .
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n j

j
a a a X+
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   = ∈ ≤  
   

∑B RH H

Частным случаем высотной функции является мера Малера, которая для многочлена q(X) = 
1 0 1( ) ( ) ( )n

n n nq X a X a X a a X z X z= + + + = - -   определяется как

 { }
=1

[ ] : max 1, .
n

n j
j

M q a z= ∏

Под минимальным многочленом алгебраического числа a∈C  будем понимать ненулевой це-
лочисленный многочлен qa  наименьшей степени со взаимно простыми коэффициентами и по-
ло жительным старшим коэффициентом, такой что ( ) 0.qa a =

Алгебраической (k, l)-точкой будем называть упорядоченный набор из (k + l) чисел

 α 1 1= ( , , , , , ) ,k l
k l +a a b b ∈ ×á   R C

такой что его вещественные координаты 1, , ka a  и комплексные координаты 1, , lb b  суть 
различные сопряженные (по Галуа) алгебраические числа, т. е. числа ia  и jb  имеют общий 
минимальный многочлен .qa  Степень и высоту алгебраической точки определим как степень  
и высоту минимального многочлена координат точки deg( ) : deg( ),q= aa  [ ] : [ ].q=H H aa

Обозначим через ( , )n k l  множество всех алгебраических ( , )k l -точек степени n (над Q). 
Для 1Q ≥  и множества k lS ⊆ ×   определим считающую функцию

 ; , ( , ) : #{ ( , ) : [ ] }.k l nQ S k l S QΦ = ∈ ∩ ≤H Ha a
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В [1] и [2] показано, что для любой фиксированной области ,k lB +⊆ ×R C  граница которой 
имеет лебегову меру нуль, верна асимптотика

 ; ,
; ,1

( , ) ( )Vol ( , ) , ,
2 ( 1)

k l
k ln

B

Q B d d Q
nQ +

Φ
ρ → ∞

ζ + ∫ x z x zBH H
H  (1)

где ; , : k l
k lρ × →  H  – непрерывная неотрицательная функция (явное выражение см. в [2]); 

d dx z  – элемент объема в ;k l×   ( )ζ ⋅  – дзета-функция Римана; ( )Vol BH  – объем (n + 1)-мерного 
«единичного шара».

Функции ; ,k lρH  по своему происхождению являются смешанными ( , )k l -корреляционными 
функциями нулей вещественного случайного многочлена, вектор коэффициентов которого равно-
мерно распределен в «единичном шаре» .BH  При фиксированной степени n функции ; ,k lρH  
сводятся к одной функции ; 2k l+ρH  (формула (3) ниже). Строгое определение корреляционных 
функций можно найти в [8, раздел 1.3; 1, раздел 4].

Двухсторонние оценки корреляционных функций. Здесь мы докажем первую основную 
теорему сообщения. А именно, мы покажем, что при любой высотной функции соответствую-
щая плотность распределения алгебраических точек может быть оценена сверху и снизу (с точ-
ностью до постоянных множителей) одной и той же функцией.

Из определения высотной функции несложно вывести, что всякая высота H сравнима с ме-
рой Малера M, т. е. существуют положительные постоянные a  и b  (зависящие только от n и са-
мой функции H), такие что для любого многочлена q степени n выполняется

 [ ] [ ] [ ].M q q M qa ≤ ≤ bH  (2)

Т е о р е м а 1. Пусть H – произвольная высотная функция. Тогда для всех 1= ( , , )mz zz   
верно неравенство

 ; ; ;1 1
1 ( ) 1 ( )Vol Vol( ) ( ) ( ),

( ) ( )Vol Vol
M M

M m m M mn n+ +ρ ≤ ρ ≤ ρ
b a

z z zB B
B BH
H H

где M обозначает меру Малера, а положительные постоянные a  и b  те же, что и в (2).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2) сразу получаем неравенство

 { } { } { }[ ] 1 [ ] 1 [ ] 1 ,M q q M qb ≤ ≤ ≤ ≤ a ≤1 1 1H

верное на произвольном множестве многочленов q. Подставив это неравенство в (4) (см. лемму 1 
ниже) и преобразовав интегралы, получаем теорему 1.

Л е м м а 1. Пусть коэффициенты jξ  случайного вещественного многочлена 
0

n j
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j
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=
ξ∑  рас-

пределены с совместной плотностью 0
0

( , , ).
n j

j n
j

f a X f a a
=

   = 
  

∑   Тогда смешанные ( , )k l -кор-

реляционные функции корней этого многочлена удовлетворяют тождеству

 * *
, 1 1 2 1 1 1( , , , , , ) 2 ( , , , , , , , , ),l

k l k l k l k l lx x z z x x z z z z+ρ = ρ      (3)

где 1( , , )m mz zρ   есть симметричная функция переменных 1( , , ),mz z=z   имеющая вид
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При m n=  (4) превращается в

 0 0 0
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Чтобы (4) и (5) имели смысл, необходимо, чтобы множество 1{ , , }mz z ⊂ C  было симмет-
рично относительно вещественной оси.

Лемма 1 соответствует теореме 5.1 из [1], которая была доказана для случая независимо 
распределенных коэффициентов, т. е. когда совместная плотность распределения коэффициентов 
имеет вид 0

0
( , , ) ( ).

n
n j j

j
f a a f a

=
= ∏

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению [8, раздел 1.3; 1, раздел 4] смешанные корреляцион-
ные функции удовлетворяют равенству

 , ,
0

; ( , ) ,
n j

k l j k l
j B

X B d d
=

 
m ξ = ρ  

 
∑ ∫ x z x z

где   обозначает математическое ожидание; k lB ⊆ ×R C  – борелевское множество; , ( ; )k l g Bm  – 
количество точек в B, координаты которых суть сопряженные корни многочлена [ ],g X∈R  т. е. 

 , 0 1 ,
1 0 0

; ( , ) .
n nj j

k l j j n k l
n j j B

a X B f a X da da da d d
+ = =

    m = ρ         
∑ ∑∫ ∫ x z x z

R

Заменяя в интеграле в левой части переменные по лемме из [2, c. 522], получаем лемму 1.
Заметим, что приведенные в [2] выражения для функции ; ,k lρH  получаются, когда вектор 

коэффициентов равномерно распределен в ,BH  т. е. с совместной плотностью

 0
0

1( , , ) 1 .
( )Vol

n j
n j

j
f a a a X
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   = ≤  
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H  (6)

Выбор меры Малера M в качестве «эталона» обусловлен относительной простотой выражения 
для функции ; ( ),M mρ z  что показывает следующая лемма.

Л е м м а 2. Для меры Малера M имеем
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где область интегрирования
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В частности, при m n=
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Замечательной особенностью формулы (7) является то, что область интегрирования (8)  
не зависит от переменных 1, , mz z  в отличие от случая произвольной высоты H. Тем самым 
зна чительно упрощается оценка асимптотики интеграла (7) при больших значениях .iz

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если в качестве высотной функции H взять меру Малера M, выраже- 
ние (4) (с плотностью распределения (6) для H = M) может быть преобразовано так, чтобы 
область интегрирования не зависела от 1, , .mz z  Обозначив

 
1 1

: ( ) max{1, },
m m

k k
k k

M X z z
= =
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по свойствам меры Малера получаем
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Заменив переменные : ,j jt t= m  после преобразований получаем лемму 2.
Построение высоты по совместному распределению коэффициентов. Эта часть посвящена 

доказательству второго основного результата сообщения.
Т е о р е м а 2. Многочлен, вектор коэффициентов которого распределен с совместной 

плотностью 0( , , ),nf a a  и многочлен, вектор коэффициентов которого равномерно распре-
делен в «единичном шаре» BH, будут иметь одинаковое распределение корней, если и только 
если высотная функция H и плотность f связаны равенством

 

1
1 1

1

0

1[ ] ( ) [ ( ) ( )]Vol 2
nnn n f r f r r dr

-∞ +
+

 +
s = s + - s 

 
∫BHH

в любой точке 0( , , )ns = s s  на единичной сфере .nS
Д о к а з а т е л ь с т в о. Дальнейшее рассуждение основано на простом факте: два случайных 

многочлена будут иметь одинаковые распределения корней, если и только если эти многочлены 
дают одинаковые распределения в проективном пространстве ,nPR  состоящем из точек 0[ : : ],na a  
где однородными координатами служат коэфициенты многочлена.

В качестве модели проективного пространства nPR  нам будет удобна единичная сфера ,nS  
у которой противоположные точки s  и -s  отождествлены. При этом любое множество ,nSW ⊂  
такое что ( ) ,W ∩ -W = ∅  можно считать множеством в .nPR  Таким образом, вероятность того, 
что случайный многочлен 
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j
a X

=
∑  с совместной плотностью распределения коэффициентов 

0( , , )nf a a  будет соответствовать проективной точке 0[ : : ] ,na as = ∈W  равна
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( ) ( ) [ ( ) ( )] .n n nd f r r dr d f r r dr d f r f r r dr
∞ ∞ ∞

W -W W
s s + s s = s s + - s∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Здесь ds  – элемент площади на единичной сфере ,nS  который также можно рассматривать как 
элемент объема в .nPR  Для справки заметим, что при таком определении меры на nPR  мы 
имеем

 

1
21 .

12
2

n

n nP S

d d
n

+

p
s = s =

+ Γ 
 

∫ ∫
R

Таким образом, плотность распределения prf  в пространстве ,nPR  заданном как nS  с отожде-
ствленными противоположными точками, получается равной

 pr
0

( ) [ ( ) ( )] .nf f r f r r dr
∞

s = s + - s∫  (9)

Теперь свяжем это с высотой. Рассмотрим частный случай, когда вектор коэффициентов 
0( , , )na a  равномерно распределен в «единичном шаре» BH, т. е. имеет плотность распределе- 

ния (6). Переходя к сферическим координатам и учитывая свойства высотной функции H, по-
лучаем

 1 1 1( ) { [ ] 1} .
( ) ( ) [ ]Vol Vol

f r r r 
s = s ≤ = ≤ 

s 
1 1

B BH
H H

H
H
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В итоге, в проективном пространстве nPR  получаем плотность

 
;pr

0

1 1 1

1 1 1( )
( ) [ ] [ ]Vol

1 1 1 2 1 .
( 1) ( ) 1[ ] [ ] ( ) [ ]Vol Vol

n

n n n

f r r r dr

n n

∞

+ + +

    
s = ≤ + ≤ =    s -s    

 
= + = + +s -s s 

∫ 1 1
B

B B

H
H

H H

H H

H H H

 (10)

Приравнивая выражения (9) и (10) и выражая высотную функцию, получаем теорему 2.

Произведение 
1

1[ ] ( )Vol n+s BHH  показывает, что высотная функция определена с точностью 
до постоянного ненулевого множителя. Отметим, что построенная таким образом функция H бу-
дет высотой в смысле приведенного выше определения, если и только если функция (9) непре-
рывна и положительна во всех точках .nSs∈

Заключение. Для совместной плотности распределения сопряженных алгебраических чисел 
фиксированной степени при произвольной высотной функции получены верхняя и нижняя оцен-
ки, отличающиеся на постоянный множитель и верные во всех точках пространства. Показано, 
как по произвольному совместному непрерывному распределению коэффициентов построить 
высотную функцию, относительно которой корни многочленов были бы распределены так же, 
как и у исходного случайного многочлена.
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