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Аннотация. В настоящей работе рассматриваются компактные разностные схемы порядка O(| h |4  +  τ2)  для урав-
нения Клейна–Гордона в многомерном случае. При изучении устойчивости этих разностных схем используется тео-
рия операторно-разностных схем А. А. Самарского и доказывается сильная устойчивость разностного решения по 
отношению к малому возмущению начальных условий, правой части и коэффициентов уравнений. Теоретические 
результаты подтверждаются тестовыми численными расчетами. 
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Введение. Перспективным направлением разработки высокоточных разностных схем для 

уравнений гиперболического типа является их поиск среди схем, обладающих минимальным 
пространственным шаблоном, т. е. среди так называемых компактных схем [1; 2]. Такие схемы 
строятся и изучаются, например, для двумерных уравнений гиперболического типа в [3] и [4]. 
Компактные схемы четвертого порядка аппроксимации для волнового уравнения рассматрива-
ются в работах А. А. Злотника [5; 6]. Там доказывается условная устойчивость разностных схем.

В [7] рассматривались трехточечные компактные разностные схемы для уравнения Клейна–
Гордона в одномерном случае. Это уравнение, в частности, используется при изучении солитонов 
и в физике конденсированного вещества [8]. В настоящей работе компактные разностные схе- 
мы обобщены на случай многомерного уравнения Клейна–Гордона. Доказана устойчивость по 

© Хоанг Тхи Киеу Ань, 2022



 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2022. Т. 66, № 1. С. 12–20 13

начальным данным, правой части и коэффициентам. Теоретические выводы подтверждаются 
результатами проведенных тестовых расчетов. 

Постановка задачи и разностная схема. Пусть 1{ ( , ..., ); 0 1, ... }; ,pG x x x x l pα α= = ≤ ≤ α =  
является p-мерным прямоугольным параллелепипедом, Г – его граница, так что .G G= ∪Γ  
В цилиндре [0 ]TQ G t T= × ≤ ≤  рассмотрим начально-краевую задачу для многомерного уравне-
ния Клейна–Гордона
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Уравнение Клейна–Гордона (1) является обобщением волнового уравнения и используется 
для описания быстро движущихся частиц, имеющих массу покоя [7]. Здесь и далее относитель-
но решения дифференциальной задачи будем предполагать, что оно существует, единственно  
и обладает всеми непрерывными в TQ  производными, необходимыми по ходу изложения.

В G  построим разностную сетку: 1 1{ ( , ..., );h i p px i h i hω = =  0,1, ..., ; / ;i N h l Nα α α α α= =  
.1, , }.. h hpα = = ω ∪ γ  и равномерную сетку 0 0{ ; 0 / } .;nt n n N T N Tt tω = = t ≤ ≤ t = = ω ∪  Сетка 

hω  равномерна по каждой из пространственных переменных. Здесь { }h i hxγ = ∈Γ∩ω  – множе-
ство узлов сетки ,hω  которые принадлежат границе Г. На построенной сетке узлов h tω = ω ×ω  
напишем для исходной задачи (1)–(3) разностную схему
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В работе используются обозначения из [9; 10].
На основе результатов работы А. А. Самарского для многомерного уравнения теплопрово-

дности [11], нетрудно показать, что разностная схема (4)–(6) имеет порядок погрешности аппрок-
симации 4 2(| | ).O h +t  Для разностного уравнения (4) рассмотрим невязку 
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Так как 42 2 2 2
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Для погрешности аппроксимации второго начального условия имеет место оценка
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Итак, разностная схема (4)–(6) аппроксимирует исходную дифференциальную задачу с по рядком 
4 2(| | ).O h +t  

Устойчивость по начальным данным и правой части. Аналогично случаю 1p =  [12, с. 527], 
в двумерном случае 2p =  мы рассмотрим такую же задачу для возмущения ,y y y= −  в кото- 
рой y  – это возмущенное решение, полученное по разностной схеме (4)–(6) с возмущенной пра-
вой частью f  и возмущенными начальными условиями 0 1.,u u   И тогда для изучения устойчи-
вости по начальным данным и правой части этих схем можно использовать общую теорию опе-
раторно-разностных схем А. А. Самарского [12]. 

Пусть задано вещественное конечномерное гильбертово пространство ,hH H=  состоящее 
из сеточных функций, заданных на hω  и равных нулю на ,hγ  со скалярным произведением
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жен и положителен в H. Норма в энергетическом пространстве AH  имеет вид
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Задача для возмущения y y y= −  может быть записана в операторном виде

 0 ,ttDy A y+ = ϕ  (9)

 0 1(0) , ) ,(0ty u y u= =  (10)

в котором
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Так как операторы 1 2,A A  положительны и самосопряже-
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Для получения априорных оценок разностного решения воспользуемся следующим утверж-
дением.

Л е м м а 1 [9, с. 373]. Пусть в канонической форме (9), (10) операторы 0,D A   являются по-
стоянными, положительными и самосопряженными в H, выполнено неравенство
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Тогда для решения схемы (9), (10) имеет место априорная оценка
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где 2 ( , ),Dv Dv v=  v  H.
Очевидно, что при условиях
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E < D* = D и неравенство (13) выполнено. В самом деле, подставим в (13) выражения (11), (12):
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В силу положительности операторов 1 2,A A  условие (13) выполнено, т. е. 2
0

1 0,
4
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4α
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− α =σ ≥  Это приводит к условиям (16). Тогда можно воспользо-
ваться оценкой (15) для априорной оценки разностного решения задачи (9), (10).

Итак, имеет место следующее утверждение.
Т е о р е м а 1. Пусть выполнены следующие условия 
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Тогда решение разностной схемы (9), (10) устойчиво по начальным данным, правой части  
и для его решения имеет место априорная оценка 
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З а м е ч а н и е 1. В трехмерном случае 3p =  при выполнении условия (17) разностные схе-
мы (9) и (10) устойчивы по начальным данным, правой части и справедлива оценка
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Сильная устойчивость. При исследовании корректности начально-краевых задач для неста-

ционарных уравнений математической физики основное внимание уделяется устойчивости ре-
шения по начальным данным и правой части. В более общей ситуации необходимо требовать 
непрерывную зависимость и от возмущения операторов задачи, например, от коэффициентов 
уравнения. В этом случае говорят о сильной устойчивости. В этой работе исследуется сильная 
устойчивость разностных схем, когда имеет место возмущение коэффициента :m
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Вычитая из уравнений (19)–(21) соответствующие уравнения (4)–(6), получим задачу
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Т е о р е м а 2. Пусть выполнены следующие соотношения 
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Тогда решение разностной схемы (4)–(6) сильно устойчиво и для ее возмущения y y y= −  
имеет место априорная оценка 
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Теорема доказана.
Теорема о сходимости. Посмотрим теперь задачу для погрешности метода :z y u= −
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Для получения оценки погрешности z будем использовать результаты теоремы 1. 
Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия (17). Тогда решение разностной задачи (4)–(6) схо-

дится к точному решению дифференциальной задачи (1)–(3) в сеточной норме 2( )hL ω  и для ее 
решения имеет место оценка точности вида
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Отсюда и из оценок (7), (8) следует оценка (26). Случай p = 3 рассматривается аналогично.
Теорема доказана.
Тестовые расчеты. Далее приводятся результаты численных расчетов при решении началь-

но-краевой задачи (1)–(3) в двумерном случае 2.p =  Ее параметры выбираются следующим об-
разом: 1 22, 1, 0 1, 0 .m T l l= = ≤ ≤ ≤ ≤ π  Начальные и краевые условия определяются из точного 
решения
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Для нахождения порядка сходимости по временной hp  и пространственной переменным p t  
в нормах 2L  и L C∞ =  используются формулы
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Численные результаты, приведенные в табл. 1 и 2, показывают, что приближенное решение 
сходится к точному со скоростью четвертой по пространству и второй по времени. 
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Т а б л и ц а 1. Скорость сходимости по пространственному направлению
T a b l e 1. Convergence rate in the spatial direction

h1 = L1 / 2 h2 = L2 / 3 τ = 0,0001 ||z||L∞
h
Lp ∞ ||z||L2 2

h
Lp

h1 h2 τ 1,66E-01 – 1,23E-01 –
h1 / 2 h2 / 2 τ 9,49E-03 4,12727 7,85E-03 3,96944
h1 / 2

2 h2 / 2
2 τ 5,70E-04 4,05728 4,80E-04 4,03123

h1 / 2
3 h2 / 2

3 τ 3,64E-05 3,96667 2,98E-05 4,0094
h1 / 2

4 h2 / 2
4 τ 2,30E-06 3,9877 1,88E-06 3,9883

a

b

Численное решение (а) и погрешность (b) при tn = T с шагами h1 = L1 / 16, h2 = L2 / 24, τ = 0,0001

Numerical solution (а) and L∞-error (b) at tn = T with steps ℎ1 = L1 / 16, h2 = L2 / 24, τ = 0.0001

х

х

у

у
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Т а б л и ц а 2. Скорость сходимости по временному направлению

T a b l e 2. Convergence rate in the time direction

h1 h2 τ = 0,25 ||z||L∞ p t
∞ ||z||L2 2Lp t

0,01 0,01 τ 8,86E-02 – 7,38E-02 –
0,01 0,01 τ / 2 2,28E-02 1,96088 1,78E-02 2,05225
0,01 0,01 τ / 22 4,93E-03 2,20588 4,04E-03 2,13774
0,01 0,01 τ / 23 1,19E-03 2,05376 9,68E-04 2,06277
0,01 0,01 τ / 24 2,91E-04 2,0311 2,38E-04 2,02516
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