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Аннотация. Представлена усиленная геометрическая версия «основной теоремы финансовой математики» для 
одношаговой модели финансовых рынков. Вскрыта принципиальная роль тотальных и неаннулирующих конусов,  
в терминах которых описываются условия существования мартингальных мер. На этой базе доказана «основная тео-
рема финансовой математики» для p-суммируемых рынков.
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Важную роль в теории финансовой математики играет так называемая основная теорема фи-
нансовой математики (в действительности серия результатов под таким названием), связываю-
щая безарбитражные рынки (т.  е. рынки, на которых невозможно безрисково получить доход  
с положительной вероятностью; точное определение дано ниже) с существованием мартингалов, 
порожденных мерами, эквивалентными исходной мере. Подробное описание состояния данной 
темы см., например, в [1; 2].

В [3; 4] описана геометрия банаховых объектов, составляющих базу «основной теоремы фи-
нансовой математики» для одношаговой модели финансовых рынков. Один из главных результа-
тов [4] выписан в теореме 4 настоящего сообщения.

Двумя принципиальными условиями в данной теореме являются следующие: первое – непу-
стота внутренности конуса K * ≠ ∅, где K – конус «арбитражных возможностей» (конус доходов), 
и второе – рефлексивность подпространства L = L**,  где L – пространство «финансовых страте-
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гий». Оба эти условия тривиально выполняются в стандартной ситуации, обычно рассматривае-
мой в «основной теореме финансовой математики», а именно, 1=K L +  – конус неотрицательных 
функций в 1( , )L PΩ  и L – конечномерное подпространство (ср. теоремы 2 и 3 настоящего сооб-
щения). В [4] показано, что при ослаблении условий на конус K (например, если K * = ∅) мартин-
гальность в общей ситуации исчезает из критерия безарбитражности рынка [4, теорема 5.5]. 
Одной из целей данной работы является анализ способов ослабления условий на конус K без по-
тери мартингальной природы безарбитражных рынков. Мы показываем, что принципиальным 
условием, при котором мартингальность по прежнему присутствует в описании безарбитраж-
ных рынков, является существование тотальных и неаннулирующих конусов в K *. Такие конусы 
дают возможность радикально уменьшить область поиска мартингальных мер. На конкретных 
примерах показано, что эта область может быть существенно меньше, чем K * и часто существует 
даже если K * = ∅. Кроме того, в ряде ситуаций это позволяет усилить теоремы 2, 3 и 4. В частно-
сти, мы доказываем соответствующую «основную теорему финансовой математики» для p-сум-
мируемых рынков, где K * = ∅. 

Стимулирующий пример – одношаговая модель. Геометрическая формулировка «ос-
новной теоремы финансовой математики». Одношаговая модель финансового рынка описыва-
ется следующим образом. Пусть ( , , )F PΩ  – вероятностное пространство (пространство (воз-
можных) сценариев). Через 1:= ( , , )dS S S  обозначается семейство случайных величин на 
( , , ),F PΩ  рассматриваемых в качестве возможных дисконтированных цен в заданный момент 
будущего t1. Предполагаем, что все рассматриваемые случайные величины суммируемы, т.  е. 

1( , ).iS L P∈ Ω  Начальный инвестиционный портфель – это вектор 1:= ( , , ) .d dξ ξ ξ ∈   Цена 
портфеля в момент t1 – случайная величина =1= ( ).d i i

iS Sξ ξ ω∑  Говорят, что на рынке отсутствует 
арбитраж, если неравенство a.e. 0Sξ ≥  (относительно меры P) влечет равенство a.e. 0.Sξ ≥  Гео
метрически это означает, что 

	

где := { , }dL Sξ ξ∈  – подпространство, порожденное системой цен , = 1, 2, , ,iS i d  и L1+:= 
1 1:= { ( , ), 0}L f L P f+ ∈ Ω ≥  – конус неотрицательных функций.

Меры P и Q на (Ω, F)  называются эквивалентными (обозначение Q P≈ ), если ( ) = 0 ( ) = 0.P A Q A⇔  
Для рассматриваемой одношаговой модели известно следующее описание отсутствия арбитража. 

Т е о р е м а 1 (Основная теорема финансовой математики [5, теорема 1.6]). Для вышеопи- 
санных объектов следующие два условия эквивалентны:

1) на рынке отсутствует арбитраж,
2) существует мера *P P≈  с ограниченной производной Радона–Никодима 

*
,d P

d P
 такая 

что 

	
*

*
* ( ) = = = 0, = 1, , ;i

i iP
d PE S S d P S d P i d
d PΩ Ω

 
  
 

∫ ∫  	 (1)

здесь * ( )i
P

E S  – математическое ожидание для .iS  
Если выполняется условие (1), то *P  называется мартингальной (или риск-нейтральной) ме

рой. Таким образом, теорема 1 может быть переписана следующим образом: на рынке отсут
ствует арбитраж ⇔  существует мартингальная мера *P P≈  с ограниченной 

*
.d P

d P
В настоящем сообщении мы получим усиление этого результата (теорема 5). Для этого нам 

потребуется геометрическая переформулировка теоремы 1. 
Рассмотрим банахово пространство 1( , ).L PΩ  Как известно, для сопряженного пространства 

*
1( , )L PΩ  мы имеем *

1( , ) = ( , ).L P L P∞Ω Ω  Здесь элемент * ( , )x L P∞∈ Ω  идентифицируется с функ
ционалом (элементом из *

1( , )L PΩ ) с помощью спаривания  < x*, u > = * *
1< , >= , ( , ).x u ux d P u L PΩ ∈ Ω∫

Рассмотрим конус 1L +  неотрицательных функций в 1( , ).L PΩ  Через * *
1 1( , ) = ( , )L L P L P+ ∞⊂ Ω Ω  

мы обозначаем конус неотрицательных функционалов на 1 ,L +  т. е. 

°

°

°

°
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Очевидно, *
1L +  совпадает с конусом L∞+  неотрицательных функций из ( , ),L P∞ Ω  т. е. 

	 * * *
1 = := { ( , ), 0}.L L x L P x+ ∞+ ∞∈ Ω ≥ 	 (2)

Обозначим через L∞+  конус 

	 * *
a.e.:= { ( , ), > 0}.L x L P x∞

∞+ ∈ Ω 	 (3)

Через *
1( , )L L P⊥ ⊂ Ω  мы обозначим подпространство функционалов равных нулю на L (L – 

подпространство, порожденное векторами , = 1, ,iS i d ). 
Как показано в [3] теорема 1 может быть переписана в следующем виде. 
Т е о р е м а 2 (геометрическая формулировка теоремы 1 [3, теорема 2]). Для вышеописанных 

объектов следующие два условия эквивалентны: 
1) 1 = {0}L L +∩  (= арбитраж отсутствует);
2) L L⊥

∞+∩ ≠ ∅  (= существует мартингальная мера). 
Кроме того, в [3] была, в частности, получена уточненная версия этого результата. А именно, 

рассмотрим конус 

	

Ясно, что L L∞+ ∞+⊂


  и L∞+


 – не что иное, как внутренность конуса L∞+  (2). 
Т е о р е м а 3 (уточнение теоремы 2 [3, теорема 9]). Для описанных выше объектов следующие 

условия эквивалентны: 
1) 1 = {0}L L +∩  (= арбитраж отсутствует);
2) L L⊥

∞+∩ ≠ ∅


 (= существует мартингальная мера (уточненное условие)). 
Основной целью [4] был анализ геометрической природы феноменов типа отсутствия 

арбитража в банаховых пространствах. Напомним, что конус K со свойством K * ≠ ∅  называется 
оштукатуриваемым. Ряд критериев оштукатуриваемости конусов приведен в [4, теорема 3.5]. 
Главным результатом [4] является 

Т е о р е м а 4 (геометрия моделей безарбитражных рынков: оштукатуриваемые конусы  
и рефлексивные подпространства [4, теорема 4.4]). Пусть E – банахово пространство, K E⊂  – 
оштукатуриваемый конус, G – любая его база и L E⊂  – замкнутое подпространство, такое 
что его замкнутый единичный шар компактен в слабой топологии (т.  е. L – рефлексивное 
подпространство). Для вышеупомянутых объектов следующие четыре условия эквивалентны:

1) = {0}L K∩  (арбитраж отсутствует); 
2) ( , ) > 0G Lρ  (любая база арбитражных возможностей удалена от пространства финан­

совых стратегий); 
3) L  K * ≠ ∅ (существует мартингальная мера (уточнённое условие)); 
4) L + K * = E*,  где *E  – сопряженное пространство к E. 
Как отмечено во введении, в общей ситуации при ослаблении условий на K (например, если 

мы не предполагаем выполнения условия K * ≠ ∅) мартингальность исчезает из критерия безар-
битражности рынка: в общей ситуации нет условия типа условия 3) в теореме 4, а имеет место 
только некоторый аналог условия 2) (см. [4, теорема 5.5]).

Основные результаты сообщения представлены в следующем разделе, где мы проводим 
анализ ослабления условий на K без потери мартингальной природы безарбитражных рынков. 
Кроме того, мы обнаружим, что в ряде ситуаций теоремы 2, 3 и 4 могут быть усилены.

Основная теорема финансовой математики: усиленная версия. Для формулировки резуль­
татов нам требуется ввести ряд объектов.

Пусть E – банахово пространство и K E⊂  – некоторый конус. Напомним, что конусом  
в векторном пространстве называется множество K, обладающее следующими двумя свойствами:

°

°

°

°
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1) K – выпуклое множество;
2) для любого x K∈  и любого 0 < λ ∈  выполняется .x Kλ ∈  
Как обычно, через *K  мы обозначаем конус неотрицательных функционалов на K, т. е. 
	

где *E  – сопряженное пространство к E. 
Пусть =K K  – замкнутый конус. Конус *K K⊂  называется тотальным, если он обладает 

следующим свойством: если вектор u E∈  такой, что для любого *x K∈   выполняется *< , > 0,x u ≥  
то .u K∈  Множество всех тотальных конусов в *K  будем обозначать через *

tot .K  
П р и м е р ы. 
1. Ясно, что сам конус *K  является тотальным.
2. Если *K  имеет непустую внутренность K * ≠ ∅,  то K * – тотальный конус. Действительно, 

в этом случае мы имеем K * = K *. Если ,u K∉  то существует функционал * *,x K∈  такой что 
*< , > < 0.x u  Поэтому для функционалов x*′  K *, которые достаточно близки к x*, также вы

полняется *< , > < 0.'x u
3. В частности, если L∞+  – конус (2) неотрицательных функций в ( , ),L P∞ Ω  интерпре

тируемый как конус *
1L +  неотрицательных функционалов на конусе 1L +  неотрицательных 

функций в 1( , ),L PΩ  то конус 

	 	 (4)
является тотальным конусом.

4. Для конуса *
1 =L L+ ∞+  (2) рассмотрим ещe один конус L∞+  (3). Ясно, что 

	

т. е. L∞+  – тотальный конус.

5. Пусть опять *
1 =L L+ ∞+  – конус (2) и K  – конус простых положительных функций с ко

нечным множеством значений, т. е. конечных сумм вида 

	 = ( ),i i
i

f c Aχ∑

где iAΩ ⊃  – измеримые множества, =iiA Ω


 и > 0.ic
Ясно, что K  – тотальный конус. 
Конус *K K⊂  называется неаннулирующим, если он обладает следующим свойством: для 

любого *x K∈   и каждого 0 u K≠ ∈  выполняется *< , > > 0.x u  Множество всех неаннулирующих 
конусов в *K  обозначается через *

nan .K
6. Если *K  обладает непустой внутренностью K * ≠ ∅, то K * – неаннулирующий конус. 

Действительно, рассуждаем от противного: предположим, что x*  K * и *< , > = 0.x u  Выберем 
любой функционал * *,y E∈  такой что *< , > = < 0.y u α  Так как x*  K *,  то для достаточно ма

лых положительных ε  выполняется * * *x y K+ ε ∈


 и поэтому * *< , > = < 0.x y u+ ε εα  Мы пришли 
к противоречию.

7. В частности, если *
1 =L L+ ∞+  – конус (2), то конус L∞+



 (4) является неаннулирующим.
8. Для этого же конуса *

1 =L L+ ∞+  (2) конус L∞+  (3) также является неаннулирующим.
9. Пусть опять *

1 =L L+ ∞+  – конус (2) и K  – конус простых положительных функций, 
имеющих конечные множества значений. Ясно, что K  – неаннулирующий конус.

10. К сожалению, не для каждого конуса K выполняется *
nan .≠ ∅K  Пусть, например, =K L  – 

линейное подпространство. В этом случае * = .L L⊥  Поэтому для любого * *x L∈  и каждого u L∈  
выполняется *< , > = 0.x u  

Т е о р е м а 5 (основная теорема финансовой математики: усиленная версия). Пусть E – 
банахово пространство и , ,K L E⊂  где =K K  – замкнутый конус, а L – конечномерное линейное 
подпространство. Предположим, что * *

tot nan .∩ ≠ ∅K K  Тогда для каждого конуса * *
tot nanK ∈ ∩K K  

следующие условия эквивалентны: 

° °

°

°

° °

°

°
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1) = {0}L K∩  (= арбитраж отсутствует);
2) L K⊥ ∩ ≠ ∅  (= существует мартингальная мера (усиленное условие)). 
Отметим, что вышеприведенные примеры 2 и 6 показывают, что в случае, когда конус *K  

обладает непустой внутренностью K * * ,K ≠ ∅


 выполняется * * *
tot nan .K ∈ ∩K K



 Поэтому из теоре- 
мы 5 для конечномерного пространства L, в частности, следует эквивалентность 1) и 2) в теореме 3. 

Следующий рисунок иллюстрирует различия между теоремами 2, 3 и 5 с помощью конусов 
K  из примеров 5 и 9. Отметим, что в общей ситуации имеют место следующие связи между 
конусами L∞+  (теорема 2), L∞+



 (теорема 3) и K  (примеры 5 и 9): 

	 .L L K∞+∞+
≠ ≠
⊃ ⊃


 

Поэтому теорема 5 является наиболее сильным утверждением среди вышеупомянутых ре
зультатов.

Подчеркнем, что свойство *K ≠ ∅


 является довольно специальным (см. в связи с этим об
суждение этого свойства в [4, раздел 3]). Это свойство имеет место для конуса *

1 =L L+ ∞+  (2) 
(именно этот конус и используется в теореме 2). С другой стороны, если, например, мы рассма-
триваем аналогичные конусы pL +  неотрицательных функций в пространствах ( , ), 1 < ,pL P pΩ ≤ ∞  

то имеет место = .pL + ∅


 Кроме того, для 1 <p≤ ∞  мы имеем * = ,p qL L+ +  где 1 1 = 1
q p

+  и мы 

полагаем 1 = 0.
∞

 Заметим, однако, что для каждого конуса := , 1 <pK L p+ ≤ ∞  выполняется 
* *
tot nan .∩ ≠ ∅K K  Действительно, например, следующие три конуса являются элементами этого 

множества:
a) 1 a.e.= { , 0};qK Q L Q+∈ ≥

б) 
в) 3K  – конус простых положительных функций с конечными множествами значений. 
Таким образом, из теоремы 5, в частности, вытекает следующий результат, который есте

ственно рассматривать в качестве усиленной версии основной теоремы финансовой математики 
для p-суммируемых рынков.

Т е о р е м а 6 (основная теорема финансовой математики для p-суммируемых рынков). Пусть 
:= pK L +  – конус неотрицательных функций в ( , ), 1 < ,pL P pΩ ≤ ∞  и ( , )pL L P⊂ Ω  – конеч

номерное линейное подпространство. Тогда для каждого из вышеупомянутых конусов 
, = 1, 2, 3,iK i  следующие два условия эквивалентны: 
1) = {0}L K∩  (= арбитраж отсутствует);
2) iL K⊥ ∩ ≠ ∅  (= существует мартингальная мера). 
В завершении отметим, что представленный материал естественным образом порождает 

вопрос: существует ли общее описание конусов K, обладающих свойством * *
tot nan ?K K∩ ≠ ∅

 

 

       (т. 3)L     (т. 2)L            (прим. 5 и 9; т. 5)K  

 

 

       (т. 3)L     (т. 2)L            (прим. 5 и 9; т. 5)K  

° °

°

°
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