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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ВАКЦИНАЦИИ  
НА РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭПИДЕМИИ COVID-19

Аннотация. Предложена математическая модель на основе системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний для описания влияния темпа вакцинации на распространение эпидемии типа COVID-19. Приведены результаты 
численного моделирования для случая, когда вакцинация начинается после начала распространения эпидемии. 
Получен безразмерный параметр вакцинации V, который позволяет количественно характеризовать влияние темпа 
вакцинации на снижение заболеваемости вирусными заболеваниями с различными уровнями вирулентности в боль-
шой замкнутой популяции людей. Введение этого параметра позволяет переносить результаты моделирования на 
популяции других размеров для разных скоростей распространения эпидемии, разных скоростей вакцинирования  
и разной эффективности вакцин. Показано, что увеличение параметра вакцинации V при прочих равных условиях 
приводит к снижению доли заболевшего населения. Показано также, что при постоянном темпе вакцинации ее вли-
яние на распространение респираторного вирусного заболевания типа COVID-19 снижается при более позднем нача-
ле вакцинации. Результаты моделирования могут способствовать разработке оптимальных сценариев вакцинации 
населения.
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Abstract. The mathematical model based on a system of ordinary differential equations is proposed to describe the effect  
of the vaccination rate on the spread of the COVID-19 epidemic. The results of numerical modeling are presented for the case 
when vaccination begins after the beginning of the epidemic. A dimensionless vaccination parameter V was obtained, which 
allows one to characterize the effect of the vaccination rate on the reduction of the incidence of viral diseases with different 
virulence levels in a large closed population of people. Introducing this parameter allows the simulation results to be generalized 
to the populations of different size, different epidemic spread rate, different vaccination rate, and different vaccine efficiency.  
It has been shown that increasing the parameter V decreases the proportion of the sick population. It follows from our model that 
the vaccination influence on the spread of a respiratory viral disease such as COVID-19 decreases for a later initiation  
of vaccination. The simulation results should contribute to the development of optimal vaccination scenarios for the population.
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Введение. Новая пандемия стала как новым глобальным вызовом, требующим новых подхо-
дов для эффективного противодействия, так и открыла новые возможности для понимания про-
цессов взаимодействия людей в больших сообществах. Благодаря тому, что оперативная стати-
стическая информация о распространении COVID-19 является общедоступной, к проблеме  
активно подключились ученые, причем не только медики и биологи, но в том числе физики  
и математики. Например, в [1–3] были рассмотрены различные демографические, географиче-
ские и физические аспекты, влияющие на распространение эпидемии COVID-19. Еще на началь-
ной стадии развития эпидемии итальянскими учеными была обнаружена общая функциональ-
ная зависимость (pattern) в динамике распространения коронавируса для Китая, Франции  
и Италии [4]:

 ( 1) [ ( )] .C n C n β+ = α

Здесь С – количество заболевших в день n после начала эпидемии (в день начала эпидемии 
заболевает С(0) человек); α, β – константы, находящиеся в узком диапазоне значений для разных 
стран и сообществ (α ≈ 1,5–2,5, β ≈ 0,9–0,95). Авторы данной работы показали, что эта функцио-
нальная зависимость со своими значениями коэффициентов α и β применима к описанию на-
чальной стадии развития эпидемии коронавируса и в Республике Беларусь. Более того, авторы 
впервые предложили гипотезу о том, что корректное описание динамики распространения ре-
спираторной эпидемии в больших странах возможно при рассмотрении нескольких независи-
мых волн эпидемии, одновременно распространяющихся в субпопуляциях с существенно раз-
ной плотностью населения [5]. Приближение трех одновременных волн для Республики Беларусь 
позволило построить беспрецедентный по точности прогноз на все лето 2020 года [5; 6]. 
Интересно отметить, что к аналогичной модели одновременных множественных волн пришла  
и другая исследовательская группа из Гарвардского университета (США) [7]. Эта работа была 
опубликована на один день позже препринта белорусской группы. Важно отметить и развитие 
другими отечественными группами альтернативных подходов для прогнозирования распро-
странения эпидемии, основанных на методах математической статистики [8].

Характерной особенностью второго года развития эпидемии стало создание нескольких вак-
цин (Sputnik V и др.) и начало относительно массовой вакцинации населения. На вакцинацию 
возлагаются большие надежды с точки зрения остановки распространения вируса в отдельных 
странах. Через 2–3 месяца с начала вакцинации уже можно делать определенные выводы. На-
пример, в ряде стран с началом вакцинации уровень заболеваемости COVID-19 стал падать 
(Великобритания, Израиль, ОАЭ). В других странах, несмотря на вакцинацию, заболеваемость 
COVID-19 продолжала расти (Франция, Германия, Италия) [9]. Мы полагаем, что скорость или 
темп вакцинации в данном случае играет существенную роль. В рамках данной работы мы изу-
чаем модель, описывающую влияние темпа вакцинации на динамику развития заболеваемости 
коронавирусом в отдельной популяции. Важно отметить, что рассматривается вариант, когда 
вакцинация стартует уже после начала эпидемии, что отличает пандемию COVID-19. В этой ра-
боте представлены результаты численного моделирования влияния вакцинирования на распро-
странение эпидемии.

Математическая модель. Основой математической модели является логистическое уравне-
ние, широко применяемое для описания распространения эпидемий. На этом уравнении базиру-
ется ряд эпидемиологических моделей математической биологии, таких как SIR (Susceptible-
Infectious-Recovered), SIRD (Susceptible-Infectious-Recovered-Dead) и др. Важно, что подобные 
модели, использовавшиеся ранее, не учитывают такой фактор, как вакцинация. Недавние попыт-
ки включения процесса вакцинации в модели распространения эпидемий [10; 11] носят все еще 
достаточно абстрактный характер. Новые модели включают в себя до 12 уравнений с большим 
количеством (до 30) эмпирических коэффициентов [11], что не позволяет существенно продви-
нуться в теоретическом анализе эпидемической ситуации. 

С учетом вакцинации наша нелинейная математическая модель состоит из двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и включает в себя общепринятые в эпидемиологии пара- 
метры. Уравнение для числа заболевших людей y имеет вид 
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0

( )1 .vdy y N tR y
dt N

+ = − 
 

 (1)

Уравнение для числа вакцинированных людей также имеет простую форму

 
.vdN ca

dt
=  (2)

Здесь R0 – коэффициент распространения эпидемии; N – численность популяции; Nv(t) – чис-
ло вакцинированных людей, не участвующих в передаче инфекции; c – эффективность вакцины 
(с < 1); a – число людей, получающих вакцину в сутки. В этой работе будем для простоты счи-
тать a постоянной во времени величиной. В практике массового вакцинирования a может ме-
няться во времени. 

В [1] было показано, характерное время распространения эпидемии t 

 01 / ,Rt =

и длительность эпидемии (без учета вакцинации) tf приближенно выражается формулой 

 0ln / .ft N R≈

Из рассмотрения системы уравнений (1), (2) следует, что в задаче появляется еще одно харак-
терное время tv 

 / .v N act =  

Параметр tv – это характерное время вакцинации популяции. 
Сделаем численную оценку tv для популяции N = 2 ∙ 106 человек. Если R0 = 0,5, то t = 2 дня  

и tf ≈ 29 дней. При эффективности вакцины c = 0,8 и скорости вакцинирования a = 104 чел/день, 
имеем, что tv = 25 дней.

Из (1), (2) следует, что скорость распространения эпидемии достигает максимума при условии 

 0,5( ( )).vy N N t= −

Это условие является обобщением результата в [1] и выполняется при любом значении R0. 
Эпидемия заканчивается, если выполняется второе условие

 ( ) ( ) .f v fy t N t N+ =

Для описания вакцинации во время эпидемии возникает естественный безразмерный пара-
метр V, который можно назвать параметром вакцинации:

 0

ln/ .f v
ac NV t
R N

= t ≈  (3) 

Если V = 0, то вакцинирование в популяции не проводится. Чем больше величина параметра V, 
тем большее влияние оказывает вакцинирование на распространение эпидемии. Обратим вни-
мание, что безразмерный параметр V прямо пропорционален эффективности вакцины.

Результаты расчетов. Ниже приведены численные результаты моделирования системы 
уравнений (1), (2). Обратим внимание, что в наших расчетах предполагается, что вакцинирова-
ние началось на второй день эпидемии. Для численного решения задачи Коши для системы диф-
ференциальных уравнений использовался пакет Mathcad 15.

На рис. 1 показано влияние вакцинации на распространение эпидемии. Заметим, что для вы-
бранного размера популяции при скорости вакцинирования 10 000 или менее человек в день 
длительность эпидемии практически не изменилась по сравнению со временем распространения 
эпидемии в популяции при отсутствии вакцинации. Высокая скорость вакцинации существенно 
снижает число заболевших людей, снижает нагрузку на систему здравоохранения, и тем самым 
способствует снижению уровня смертности в популяции. Из результатов моделирования следует, 
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что изменение темпа вакцинации приводит к монотонному изменению отклика всей популяции 
на количество инфицированных. При этом пороговых переходов не наблюдается ни при каких 
сочетаниях параметров. 

На рис. 2 показана рассчитанная по модели (1), (2) доля заболевшего населения в зависимости 
от величины параметра V. Обратим внимание, что параметр V зависит не только от скорости 
вакцинации, но и от значения R0. Таким образом, поддержание более низкого значения R0 за счет 
использования масок, соблюдения респираторного этикета и мер социального дистанцирования 
увеличивает значение V и снижает долю заболевших людей даже во время вакцинации. 

Численные результаты о доле заболевших людей получены для N = 2 ∙ 106 человек. Для дру-
гой популяции достижение такого же значения безразмерного параметра V при прочих равных 
условиях требует другой скорости вакцинации. Как следует из нашей модели, при постоянном 
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 Рис. 1. Число заболевших людей в популяции 2 млн чел. при разной скорости вакцинации: 1 – скорость вакцинации 
10 тыс. чел/день; 2 – 40 тыс. чел/день; 3 – 80 тыс. чел/день; 4 – 120 тыс. чел/день

Fig. 1. The number of sick people in a population of 2,000,000 people at different rates of vaccination: 1 – vaccination rate  
of 10,000 ppl/day; 2 – 40,000 ppl/day; 3 – 80,000 ppl/day; 4 – 120,000 ppl/day
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Рис. 2. Зависимость расчетной доли заболевшего населения от величины параметра вакцинации V (уравнение (3))

Fig. 2. Dependence of the estimated proportion of the diseased population on the value of the vaccination parameter V (eq. (3))
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значении параметра вакцинации V соответствующая ему скорость вакцинации a нелинейно за-
висит от размера популяции ~ / ln( ).a N N  

Заключение. Построена математическая модель для описания влияния темпа вакцинации на 
распространение эпидемии типа COVID-19 в достаточно большой замкнутой популяции людей. 
Модель представляет собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений, начальные 
условия для которых ставятся в разные моменты времени. Приведены результаты численного 
моделирования для случая, когда вакцинация начинается на второй день распространения эпи-
демии. Показано, что при постоянном темпе вакцинации ее влияние на распространение респи-
раторного вирусного заболевания типа COVID-19 снижается при более позднем начале вакци- 
нации. 

Получен безразмерный параметр вакцинации V, который позволяет количественно характе-
ризовать влияние темпа вакцинации конкретной вакциной (эффективность вакцины с) на сниже-
ние заболеваемости вирусными заболеваниями с различными уровнями вирулентности (коэф-
фициент распространения R0) в популяции заданного размера N. Введение этого параметра по-
зволяет переносить результаты моделирования на популяции других размеров, разных скоростей 
распространения эпидемии, разных скоростей вакцинирования и разной эффективности вакцин. 
Показано, что уровень заболеваемости имеет обратную корреляцию с параметром вакцинации V – 
повышение этого параметра при прочих равных условиях приводит к снижению доли заболев-
шего населения. 

Представляется важным обобщить модель на более сложные случаи, используя приближе-
ние трех групп населения, развитое в [1; 5].
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