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ЗАДАЧА ГУРСА НА ПЛОСКОСТИ ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНОГО  
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Аннотация. Получено классическое решение задачи для квазилинейного гиперболического уравнения в случае 
двух независимых переменных с заданными для искомой функции условиями на характеристических линиях. 
Задача сводится к системе уравнений с вполне непрерывным оператором. Решение строится методом последователь-
ных приближений. Проводятся обоснования. Кроме того, показывается для рассмотренной задачи единственность 
полученного классического решения. Доказаны необходимые и достаточные условия согласования заданных функ-
ций из рассмотренной в сообщении задачи, при выполнении которых классическое решение ее существует при на-
личии определенной гладкости заданных функций.
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GOURSAT’S PROBLEM ON THE PLANE FOR A QUASILINEAR HYPERBOLIC EQUATION

Abstract. A classical solution of the problem for a quasilinear hyperbolic equation in the case of two independent vari-
ables with given conditions for the desired function on the characteristic lines is obtained. The problem is reduced to a system 
of equations with a completely continuous operator. We constructed the unique solution by the method of successive approxi-
mations and showed the necessary and sufficient smoothness and matching conditions on given functions.
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Введение. В [1, п. 4.6; 2] дается постановка задач для гиперболического уравнения двух неза-
висимых переменных, главная часть которого представлена во втором каноническом виде. Сре-
ди них задачи Гурса и Пикара. В [3; 4] авторами данного сообщения рассмотрены аналогичные 
задачи для одномерного волнового уравнения, когда условия для искомых функций заданы 
только на характеристиках или при наличии условия на одной из характеристик и на одной из 
нехарактеристических линий плоскости. Однако методика исследования классического решения 
в данном сообщении будет другой. В [3; 4] использовано представление общего решения для 
волнового уравнения. Здесь следует отметить и [5], в которой изучается классическое решение 
первой смешанной задачи в криволинейной полуполосе для уравнения типа волнового уравне-
ния с переменными коэффициентами и неоднородным дифференциальным оператором.
© Корзюк В. И., Ковнацкая О. А., Севастюк В. А., 2022
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Такого рода задачи, близкие к нашему сообщению, рассмотрены в [6–9]. Однако в данной 
работе решение рассматриваемой задачи найдено в аналитическом виде с помощью последо ва-
тельных приближений непрерывно дифференцируемых функций. Особый интерес представляет 
случай, когда исходное уравнение задано на всей плоскости. Здесь присоединяются условия 
Дирихле, заданные на выбранных характеристиках уравнения.

Постановка задачи. На плоскости 2  независимых переменных 1 2= ( , )x xx  рассмотрим 
квазилинейное дифференциальное уравнение второго порядка вида

 2 2 (1)
1 2 1 21 2

( , ) = ( ) 2 ( ) ( ) ( , , , ) = ( )x x x xx xu a u b u c u u u u f∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ x D x x x x x  (1)

относительно искомой функции 2: ( ) ,u u∋ → ∈ x x  где a, b, c, f – заданные функции на  
всей плоскости. Оператор (1)  рассматриваем как функцию (1)

1 2 3( , , , )ξ ξ ξ x  от переменных 
 которая удовлетворяет следующему условию Липшица.

У с л о в и е 1. Для любого 2∈x  существует константа ,L∈  для которой для любых 
 и  из 3  выполняется неравенство

 (1) (1)| ( , ) ( , ) | | | .− ≤ −ξ η ξ ηx x   

У с л о в и е 2. На всей плоскости 2  уравнение (1) является гиперболическим, т. е. дискри-
минант, составленный из коэффициентов его главной части, является положительным, т. е.

 2 ( ) ( ) ( ) 0b a c A− ≥ >x x x
для любого 2∈x  и некоторой положительной константы A из множества действительных 
чисел .�

Будем считать, что коэффициент ( ) 0a ≠x  или ( ) 0c ≠x  (если ( ) = ( ) = 0,a cx x  то мы уже 
имеем второй канонический вид уравнения (1)). Из условия 2 следует, что (1) имеет два семейства 
характеристик (1)

1( ) = Cϕ x  и (2)
2( ) = ,Cϕ x  которые являются решениями соответствующего 

уравнения характеристик

 2 2
2 1 2 1( )(d ) 2 ( )d d ( )(d ) = 0.a x b x x c x− +x x x  (2)

К (1) присоединим условия Дирихле

 (1) (1)
(1)( ) | = ( ), ,u
γ

ψ ∈γx x x  (3)

 (2) (2)
(2)( ) | = ( ), ,u
γ

ψ ∈γx x x  (4)

которые задаются на характеристиках (0)(1) (1)
1= { | ( ) = }Cγ ϕx x  и (0)(2) (2)

2= { | ( ) = },Cγ ϕx x  кото-
рые пересекаются в некоторой точке (0) (0)(0)

1 2= ( , ).x x
О п р е д е л е н и е. Функцию u из класса 2 2( )C   назовем классическим решением задачи (1), 

(3), (4), если она удовлетворяет уравнению (1) и условиям (3), (4).
Интегральное уравнение. Пусть ( ) 0a ≠x  для любых независимых переменных x на плос-

кости 2  и заданные функции уравнения (1) достаточно гладкие, например, a, b, c, (1)  являются 
функциями из класса 2 2( ).C   Согласно условию 2 уравнение (2) имеет два семейства характе-
ристик [1]

 ( ) ( ) = , = 1, 2.j
jC jϕ x

Через полученные функции ( )jϕ  делаем замену независимых переменных y через старые x по 
следующим формулам:

 (1) (2)
1 2= ( ), = ( ).y yϕ ϕx x  (5)

Замена (5) является невырожденной [1] и 2 2( ).jy C∈   Следовательно, из (5) имеем обратную 
замену, т. е.
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( )= ( ), = 1, 2.j
jx jϕ y

С помощью замены (5) относительно функции ( ) = ( )v uy x  уравнение (1) приведется ко второму 
каноническому виду [1]
 (2)

1 2 1 2( , , , ) = ( ).y y y yv v v v g∂ ∂ + ∂ ∂ y y  (6)

Условия (3), (4) преобразуются следующим образом:

 (0) (1)
1 2 2 21( = , ) = ( ), ,v y C y y yξ ∈  (7)

 (0) (2)
1 2 1 12( , = ) = ( ), .v y y C y yξ ∈  (8)

Так как замена (5) является невырожденной, т. е. якобиан не равен нулю для всех 2 ,∈x  то 
оператор (2)  удовлетворяет условию 1, возможно с другой константой L.

Т е о р е м а 1. Пусть функции a, b, c, (1) ,  ( ) ,jψ  = 1, 2,j  из класса 2 2( ),C   f – из класса 
1 2( ).C   Если u является классическим решением задачи (1), (3), (4), то ( ) = ( )v uy x  является 

классическим решением задачи (6)–(8). И наоборот, классическое решение задачи (6)–(8) являет-
ся классическим решением ( ) = ( )u vx y  задачи (1), (3), (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из того, что замена (5) является невырожденной, и того, что 
заданные функции рассматриваемой задачи (1), (3), (4) достаточно гладкие (последнее будет до-
казано позже при конструкции классического решения задачи (6)–(8)).

Так как u – классическое решение задачи (1), (3), (4), то

 (1) (0) (2) (0)( ) = ( ).ψ ψx x  (9)

Следовательно, и для решения задачи (6)–(8) имеем условие согласования

 (0) (0)(1) (2)
2 1( ) = ( ).C Cξ ξ  (10)

Условие согласования (10) (условие (9)) является не только необходимым, но и достаточным ус-
ловием существования классического решения задачи (1), (3), (4) (задачи (6)–(8)). Достаточность 
этих условий будет доказана при исследовании классического решения задачи (6)–(8).

Таким образом, рассматриваем классическое решение задачи (6)–(8). Вводим дополнитель-
ные обозначения и функции следующим образом:

 (1) (2)
1 2( ) = ( ), ( ) = ( ).y yv w v w∂ ∂y y y y

Теперь уравнение (6) в новых обозначениях запишется в виде
 (1) (2) (1) (2)

2 ( , , , ) = ( ),y w v w w g∂ + y y  (11)
или
 (2) (2) (1) (2)

1 ( , , , ) = ( ).y w v w w g∂ + y y  (12)

Запишем уравнения (11), (12) в интегральном виде через функции (1)w  и (2) ,w  используя условия 
(7), (8). В результате получим систему интегральных уравнений второго рода

 

2(1) (2) (2) (1) (2)
1 1 1 1 1 1

(0)
2

1(2) (1) (2) (1) (2)
2 2 2 2 2 2

(0)
1

2(2) (2)
1 1

(0)
2

( ) = d ( ) ( ( , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , )))d ,

( ) = d ( ) ( ( , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , )))d ,

( ) = ( ) ( , )d .

y

y

y

y

y

y

w y g y z y z v y z w y z w y z z

w y g z y z y v z y w z y w z y z

v y w y z z

ξ + −

ξ + −

ξ +

∫

∫

∫

y

y

y





 (13)

Т е о р е м а 2. Задача (6)–(8) и система уравнений (13) эквивалентны, если (1), , , , ,v a b c   
( ) 2 2( ),j Cψ ∈   = 1, 2,j  1 2( ).f C∈ 
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Т е о р е м а 3. Если (1) ( ) 2 2, , , , , ( ),jv a b c Cψ ∈   = 1, 2,j  1 2( ),f C∈   то существует един-
ственное решение (1) (2) 2, , ( )v w w C∈   системы уравнений (13), а также 2

1 2 ( )y y v C∂ ∂ ∈   и функ-
ция v является решением задачи (6)–(8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим метод последовательных приближений. За нулевое при-
ближение системы (13) возьмем (1) (2)

0 = d ,w ξ  (2) (1)
0 = d ,w ξ  (2)

0 = .v ξ  Следующие приближения 
вычисляются по формуле

 

2(1) (1) (2)(2) (2)
1 1 1 1 1 1 11 1

(0)
2

1(2) (1) (2)(1) (2)
2 2 2 1 2 2 21 1

(0)
1

2(2)
1

(0)
2

( ) = d ( ) ( ( , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , )))d ,

( ) = d ( ) ( ( , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , )))d ,

( ) = ( )

y

kk k k
y

y

kk k k
y

y

k
y

w y g y z y z v y z w y z w y z z

w y g z y z y v z y w z y w z y z

v y

− − −

− − −

ξ + −

ξ + −

ξ +

∫

∫

y

y

y





(2)
11( , )d , = 1, 2, .kw y z z k−∫ 

Пусть ( ) 2 ,λΩ ⊂   = 1, 2, ,λ   – подобласти в 2  такие, что ( ) 2

=1
 = ,

∞
λ

λ
Ω



  ( ) ( ) ,λ λΩ ⊂ Ω
 < ,λ λ  

( )λΩ  – компактное множество в 2.  Докажем равномерную сходимость последовательностей 
(1) (2)

=1{ , , }k kk kw w v ∞  в ( ) .λΩ
Путем вычитания предыдущего приближения из последующего получим соотношения

 

(1) (1)
1

2 (1) (2)(2)
1 1 1 1

(0)
2

(1) (2)(2)
1 1 1 1 11 1

(2) (2)
1

1 (1) (2)(2)
2 2 2 2

(0)
1
(2)

=

( ( , , ( , ), ( , ), ( , ))

( , , ( , ), ( , ), ( , )))d ;

=

( ( , , ( , ), ( , ), ( , ))

( ,

k k
y

k k k
y

k k k

k k
y

k k k
y

w w

y z v y z w y z w y z

y z v y z w y z w y z z

w w

z y v z y w z y w z y

z

+

− − −

+

−

= − −

−

−

= − −

−

∫

∫







 (1) (2)
2 1 2 2 21 1

2 (2) (2)
1 11

(0)
2

, ( , ), ( , ), ( , )))d ;

= ( )( , )d , = 1, 2, .

k k k
y

k k k k
y

y v z y w z y w z y z

v v w w y z z k

− − −

+ −− −∫ 

  (14)

Покажем, что разности (1) (1)
1| |,k kw w+ −  (2) (2)

1| |,k kw w+ −  1| |k kv v+ −  удовлетворяют неравенствам

 
(0) (0)

1 2(1) (1) (2) (2) 1 2
11 1

( )
| |, | |, | | , = 1, 2, ,

!
k

k kk k k k
y y y y

w w w w v v L B k
k++ +

+ − −
− − − ≤   (15)

где B – некоторая постоянная. При = 0k  неравенство (15) легко проверяется, так как

 
2(1) (1) (2) (2) (2) (1)

1 1 1 11 0
(0)
2

= ( , , ( , ), d ( , ), d ( , ))d ,
y

y

w w y z y z y z y z z− − ξ ξ ξ∫ 

 

1(2) (2) (2) (2) (2) (1)
2 2 2 21 0

(0)
1

2 (1)
1 0

(0)
2

= ( , , ( , ), d ( , ), d ( , ))d ,

= d ( )d .

y

y

y

y

w w z y z y z y z y z

v v z z

− − ξ ξ ξ

− ξ

∫

∫



 

(16)
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Оценка (15) сразу видна, если выбрать в (16) число B достаточно большим, которое зависит от 
функций (1) ,ξ  (2) ,ξ  (2)  и размера области ( ) .λΩ  Из (14) для = 1, 2,k   имеем

 

(0) (0) 12 1(1) (1) 1 1 2
1

(0)
2

(0) (0) (0) (0)
1 1 21 2 1 22

0

( )
| | d

( 1)!

( ) ( )
| .

! !

ky
k

k k
y

k k
yk k

y z y y
w w L B z

k

y z y y y y y y
L B L B

k k

−
−

+
+ − −

− ≤ ≤
−

+ − − + − −
≤ ≤

∫

Аналогично оцениваются разности (2) (2)
1| |k kw w+ −  и 1| | .k kv v+ −  Заметим, что

 (1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)
0 10 1 0 1

=1 =1 =1
= ( ), = ( ), = ( ).

k k k
k j jj jj jk k

j j j
w w w w w w w w v v v v −− −+ − + − + −∑ ∑ ∑

Из оценок (15) следует абсолютная и равномерная сходимость рядов

 (1) (1) (1) (2) (2) (2)
0 10 01 1

=1 =1 =1
( ), ( ), ( )k kk k k k

k k k
w w w w w w v v v

∞ ∞ ∞
−− −+ − + − + −∑ ∑ ∑

на компактном множестве ( ) ,λΩ  члены которых по абсолютной величине меньше членов равно-
мерно сходящегося ряда

 
(0) (0) (0) (0)( )1 2 1 21 2 1 2

=0

( )
= (1 ).

!

k
L y y y yk

k

y y y y
B B L B e

k

∞ + − −+ − −
+ +∑

Таким образом, последовательные приближения (1) (2){ , , }kk kw w v  на ( )λΩ  равномерно стремятся  
к непрерывным функциям (1) (2) 2 ( ) (1) (2), , : ( ), ( ), ( )w w v w w vλ⊃ Ω ∋ → ∈ y y y y  соответственно. 
Переходя к пределу в (14) при ,k →∞  получим, что (1) (2), , kk kw w v  являются решением системы (13).

Докажем единственность решения. Предположим, что существуют два решения системы (13) 
(1) (2), ,w w v  и (1) (2), , ,W W V  (1) (1) (1)= ,w W w−  (2) (2) (2)= ,w W w−  = .v V v−  Тогда

 

2(1) (2) (1) (2)
1 1 1 1

(0)
2

(2) (1) (2)
1 1 1 1

1(2) (2) (1) (2)
2 2 2 2

(0)
1

(2) (1) (2)
2 2 2 2

( ( , , ( , ), ( , ), ( , ))

( , , ( , ), ( , ), ( , )))d ,

( ( , , ( , ), ( , ), ( , ))

( , , ( , ), ( , ), ( , ))

y

y

y

y

w y z V y z W y z W y z

y z v y z w y z w y z z

w z y V z y W z y W z y

z y v z y w z y w z y

= − −

−

= − −

−

∫

∫












2 (2)

1
(0)
2

)d ,

= ( , )d .
y

y

z

v w y z z∫ 

Функции (1) (2) ( ), , ( ).w w v C λ∈ Ω    Поэтому (1) (2)| |, | |, | | ,w w v D≤    D – некоторая постоянная. Из (16) 
имеем

 
(0) (0)2 1 2(0)(1) 1 2

1 1
(0)
2

| ( ) | d ( ) .
1!

y

y

y y y y
w LD z LD y y LD

+ − −
≤ ≤ − ≤∫ y

Такие же оценки справедливы и для (2)w  и .v  Применяя метод математической индукции, по лучим

 
(0) (0)

1 2(1) (2) 1 2( )
| |, | |, | |

!

k
k y y y y

w w v L D
k

+ − −
≤  

для любого натурального k и любого ( ) .λ∈Ωy  Отсюда следует, что (1) (2) 0w w v≡ ≡ ≡    в ( ) ,λΩ  
если перейти к пределу при .k →∞
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Таким образом, мы доказали утверждение теоремы 3 для системы (13) в подобласти ( ) .λΩ  
Поскольку система ( )

=1{ }λ ∞
λΩ  является покрытием плоскости 2 ,  то отсюда получаем доказы-

ваемое утверждение теоремы 3 для системы (13). Теорема 3 доказана.
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