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МОДЕЛИРОВАНИЕ УЗКИХ ПУЧКОВ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН  
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Аннотация. Разработана математическая модель узких пучков монохроматических электромагнитных волн, распро-
страняющихся в вакууме. Построены пучки электромагнитных волн с порядком осевой симметрии ( 0,1, 2, ),m m =   
характеризуемые радиусом локализации пучка Rпуч, параметром узости пучка ( 2)n n ≥  и коэффициентом ослабления 
пучка ( 2).N N ≥  Численно исследована структура электрического поля TE-поляризованного пучка волн. 
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ческие поля, поляризация пучка
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Abstract. A mathematical model of narrow beams of monochromatic electromagnetic waves propagating in vacuum  
is developed. Beams of electromagnetic waves are constructed with the order of axial symmetry ( 0,1, 2, ),m m =   charac-
terized by the beam localization radius Rпуч, the beam narrowness parameter ( 2),n n ≥  and the beam attenuation coefficient 

( 2).N N ≥  The structure of the electric field for a TE-polarized wave beam is studied numerically.
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Введение. Пучки электромагнитных волн используются для передачи информации и для 
воздействия на электронное оборудование технических устройств. Изучаются пучки с различ-
ной геометрической структурой в различных диапазонах частот: гауссовы [1], Лагерра–Гаус- 
са [2], сингулярные [3; 4], оптические [1; 3], пучки в специальных средах [1; 5] и др. Значительное 
внимание уделяется разработке методов решения задач экранирования полей пучков экранами 
из различных материалов: метаматериалов [2], биизотропных [6], магнитодиэлектрических [7]  
и др. В предлагаемой работе разработан класс узких пучков электромагнитных волн, обобща- 
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ющих гауссовы пучки. Электромагнитное поле пучков представлено в интегральном виде через 
базисные цилиндрические электромагнитные поля [8] с плотностью, характеризующей узость 
пучков. Плотность вычислена аналитически и выражена через радиус локализации пучка, пара-
метр узости и коэффициент ослабления пучка с заданным порядком осевой симметрии. 

Структура ТЕ-поляризованных узких пучков электромагнитных волн. Построим узкий 
TE-поляризованный пучок электромагнитных волн с осевой симметрией порядка m (m = 0, 1, 2,...),  
который излучается плоскостью 0z =  в полупространство 0 ( 0)D z ≥  из вакуума. 

Пучок представим в цилиндрической системе координат  в интегральном виде 
через базисные цилиндрические поля.

 
 

(1)

  

где  – плотность пучка; 0 0,E H
 

 – базисное монохроматическое цилиндрическое электро-
магнитное поле [8, с. 131], зависящее от параметра l; 

     
(2)

  

     
(3)

 

 при   при   – орты ци-
линдрической системы координат; ( )mJ ⋅  – функции Бесселя; 0 / ,k c= w  w – круговая частота 
поля,  – скорость света;  – диэлектрическая и магнитная постоянные.

Для TE-поляризованного пучка (TE-пучка) (1) электрическое поле  параллельно плос-
кости Oxy; 0z z=  – плоскость сечения пучка.

Электромагнитное поле (1) удовлетворяет уравнениям Максвелла 

  
  

в полупространстве 0 ( 0).D z ≥
Моделирование ТЕ-поляризованных узких пучков волн порядка 1.m ≥  Рассмотрим  

TE-пучок (1), для которого электрическое поле на плоскости 0z =  сконцентрировано возле 
начала координат ( 0,x =  0y = ) и экспоненциально затухает при .ρ→∞  Плоскость Oxy рассмат-
ривается как источник пучка волн.

    
(4)

 

где функция  имеет вид узкого пучка

  
 

 (5)

где   – радиус локализации пучка; N – коэффициент ослаб-

ления пучка ( 2);N ≥  n – параметр узости пучка ( 2);n ≥  при 2n =  образуется гауссов пучок 
волн, при 3, 4, ...n =  формируются узкие пучки волн. 
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Т е о р е м а 1. Плотность  узкого ТЕ-поляризованного пучка электромагнитных волн (1) 
порядка m = 1, 2, 3, … определяется формулами:

   (6) 

где 

 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычислим электрическое поле (4) на плоскости 0,z =  используя (2), (3): 

  
 (7)

Обозначим 
  

 
 (8)

тогда из формул (6), (7) и (4) для компонент при  следует равенство

  
 (9)

Применим обратное интегральное преобразование Ханкеля, получим

  
 (10) 

Вычислим интеграл (10), используя представление функции Бесселя  в виде ряда [8, с. 288]. 
Тогда

  
 (11) 

Для вычисления интеграла (11) преобразуем интегральную формулу для гамма-функции 

 

Обозначим 11 , ,snz s z
n
+

− = =  тогда получим формулу

  

 (12)

Учитывая (12) в (11), получим разложение

  

 (13)

Определим радиус  локализации пучка (5). Экспоненциальная амплитуда пучка (5) на плос-
кости 0z =  имеет вид  Предположим, что амплитуда на радиусе  в N ( 2)N ≥  
раз меньше по сравнению с амплитудой А(0) в центральной точке  При    при 

 имеем  тогда  Следует 
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В результате разложение (13) преобразуется к виду

  
 

 (14)

где 

Сопоставляя (8) с (14), получим искомую формулу (6). ■

Вычислим  сравнивая компоненты при ej
  в равенстве (7). Используя (8), представим

  

Учитывая (9), получим формулу

  

 

 (15)

Моделирование ТЕ-поляризованных узких пучков электромагнитных волн порядка m = 0. 
Рассмотрим поле ТЕ-пучка с порядком осевой симметрии 0m =  (осесимметричное поле, поле  
не зависит от координаты j). Электрическое поле (1) на плоскости 0,z =  сконцентрированное 
возле начала координат ( 0,x =  0y = ), представим в виде

  
 (16) 

где функция  имеет вид узкого пучка

 
  (17) 

Т е о р е м а 2. Плотность    узкого пучка электромагнитных волн порядка m = 0 опреде-
ляется формулами:

   (18) 

где 

  

для гауссова пучка 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразуем электрическое поле (16), используя (2), (3). Получим 
равенство 

    (19)

Обозначим 

  
 (20)

Тогда, с учетом формул (17), (19), следует равенство

   

Применим обратное интегральное преобразование Ханкеля, получим
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 (21) 

Вычислим интеграл (21), используя представление функции Бесселя  в виде ряда: 

  
 

 (22)

На основании формулы (12) вычислим интеграл (22). Получим

  
 

 (23)

Вводя обозначение  
 
 формулу (23) преобразуем к виду

  
 

 (24) 

Подставляя (24) в (20), получим искомую формулу (18). ■
Электрическое поле пучка в сечении на 0z z=  определяется формулой

   

Численное исследование ТЕ-пучков электромагнитных волн порядка m = 0. Рассмотрим 
ТЕ-поляризованное электрическое поле (16) узкого пучка на плоскости 0.z =  

   

Вычислим поле  при различных значениях параметров ,n N  (рисунок). 
Сингулярный ТЕ-поляризованный пучок электромагнитных волн. Для сингулярного 

пучка порядок симметрии m = 1. Определим электрическое поле сингулярного пучка на плос-
кости 0,z =  учитывая формулы (4), (5), (15),

 

где   

                                                  a                                                                                                       b

Графики напряженности электрического поля  узкого пучка в зависимости от параметра узости пучка:  
1 – n = 2; 2 – n = 4; 3 – n = 20 и коэффициента ослабления пучка: a – N = 3, b – N = 10

Electric field strength  of a narrow beam vs. beam narrowness parameter: 1 – n = 2; 2 – n = 4; 3 – n = 20  
and beam attenuation: a – N = 3, b – N = 10

еφ еφ



12 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2023, vol. 67, no. 1, рр. 7–13

Вычислим реальное поле

    (25)

и определим модуль электрического поля (25)

 

где  ,x y  – безразмерные декартовы координаты; 1 1,x− ≤ ≤  1 1.y− ≤ ≤
В центре пучка 0(0, 0) .E E=  Распределение поля вдоль оси Oz определяется формулами

  

  

где функция  определена в (6).
Заключение. Исследованы электрические поля ТЕ-поляризованных узких пучков электро-

магнитных волн с различными порядками осевой симметрии m. Представлены графики элек-
трических полей осесимметричных пучков ( 0)m =  для различных значений параметра узости n 
и параметра ослабления пучка N. Показано, что при больших значениях параметра n поле на 
плоскости источника вне радиуса пучка  практически отсутствует и возрастает внутри пуч-
ка, локализуясь при  Рассмотрен сингулярный пучок электромагнитных волн ( 1),m =  
для которого электрическое поле в центре пучка  отлично от нуля. Заметим, что для пучков 
с порядками 0m =  и 2m ≥  электрическое поле в точке  равно нулю. 
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