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Аннотация. Рассматриваются ограничения неприводимых модулей специальной линейной и симплектической 
групп в нечетной характеристике p с большими относительно p старшими весами на подсистемную подгруппу H мак-
симального ранга с двумя простыми компонентами H1 и H2. Найдена нижняя оценка числа композиционных факторов 
таких ограничений, которые являются p-большими для подгруппы H1 и не слишком малы для H2. На этой основе по-
лучены нижние оценки для числа блоков Жордана максимальной размерности у образов определенных унипотентных 
элементов в соответствующих представлениях рассматриваемых групп.
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Введение. Исследование ограничений представлений на подгруппы широко применяется при 
решении самых различных задач теории представлений. Такой подход позволяет использовать 
индукцию по рангу или порядку группы и важен для изучения структуры подгрупп алгеб-
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раических и линейных групп. Подсистемные подгруппы, т. е. подгруппы, порожденные корне-
выми подгруппами, ассоциированными со всеми корнями некоторой подсистемы системы кор-
ней, – важный класс подгрупп полупростых алгебраических групп. Ввиду объективной слож ности 
задачи в положительной характеристике полное описание композиционных факторов огра ни-
чений неприводимых представлений представляется нереальным в общем случае, однако часто 
даже наличие одного фактора определенного вида позволяет выявить важные закономерности. 
При этом анализ ограничений представлений полупростых алгебраических групп на под-
системные подгруппы с двумя простыми компонентами дает информацию, которую вряд ли 
можно было бы получить, работая лишь с простыми подсистемными подгруппами. Наш опыт 
показывает, что изучение таких ограничений полезно для выяснения поведения определенных 
унипотентных элементов в соответствующих представлениях. Детальная информация о таком 
поведении нужна для решения задач распознавания представлений и линейных групп по на-
личию матриц заданного вида. Подобные задачи возникают в самых различных ситуациях,  
в том числе при решении прикладных проблем дискретной математики, связанных с изучением 
групп преобразований больших конечных множеств (например, в криптографии).

В исследованиях ограничений неприводимых представлений алгебраических групп на замк-
нутые подгруппы положительной размерности особое место занимает решение проблемы непри-
водимости таких ограничений. В основополагающей монографии Г. Зейца [1] она была решена 
для ограничений представлений простых классических алгебраических групп на связные замк-
нутые подгруппы, но не была указана одна серия неприводимых ограничений. Для исключи-
тельных алгебраических групп задача решена Д. Тестерман [2] для связных замкнутых подгрупп 
и С. Гхандур [3] для несвязных замкнутых подгрупп положительной размерности. В [4; 5] Т. Бэр-
несс, С. Гхандур, К. Мэрион и Д. Тестерман решили задачу для ограничений представлений про-
стых классических алгебраических групп на максимальные несвязные замкнутые подгруппы 
положительной размерности. Наконец, М. Каваллин и Д. Тестерман [6] обнаружили новую се-
рию неприводимых представлений групп типа Dn+1, ограничения которых на естественно вло-
женную подгруппу типа Bn неприводимы, устранив пробел в [1]. В совокупности эти результаты 
позволили описать максимальные неприводимые подгруппы положительной размерности клас-
сических алгебраических групп положительной характеристики. Информация об ограничениях 
представлений на подгруппы существенно использовалась при описании надгрупп унипотент-
ных элементов определенного вида в простых алгебраических группах. Так, М. Либек, Г. Зейц  
и Д. Тестерман [7] описали неприводимые представления простых алгебраических групп в ха-
рактеристике 0, образы которых содержат так называемые выделенные унипотентные элементы 
классических групп соответствующих размерностей. Для положительной характеристики анало-
гичные представления определены М. Корхоненом, учеником Д. Тестерман, в [8], там же указаны 
максимальные связные замкнутые надгруппы таких элементов простых алгебраических групп.

Далее +  – множество целых неотрицательных чисел, K – алгебраически замкнутое поле 
характеристики p > 2, G = Ar(K) или Cr(K), ωi (1 ≤ i ≤ r) – фундаментальные веса группы G, ω(ϕ) 
(ω(M)) – старший вес представления ϕ (модуля M), dϕ(x) – степень минимального многочлена 
элемента ϕ(x). 

Напомним, что доминантный вес полупростой алгебраической группы над полем положи-
тельной характеристики p называется p-ограниченным, если он является линейной комбинаци-
ей фундаментальных весов с коэффициентами, меньшими p. Неприводимый модуль (представ-
ление) называется p-ограниченным, если его старший вес p-ограничен. Для неприводимого 
модуля M полупростой алгебраической группы над K определим вес  следующим образом: 
запишем старший вес ω(M) в виде линейной комбинации 0( ) ,k

k
j
k pM = λω = ∑  где λk – p-ограни-

чен ные доминантные веса, и положим  Легко видеть, что  определяется 
однозначно. Назовем неприводимый модуль группы An(K) или Cn(K) p-большим, если сумма ко-
эффициентов веса  не меньше p.

Пусть H ⊂ G – подсистемная подгруппа с двумя простыми компонентами H1 и H2. Предполо-
жим, что H1 ≅ Al(K), H2 ≅ Ar–l–1(K) при G = Ar(K) и H1 ≅ Cl(K), H2 ≅ Cr–l(K) при G = Cr(K). Известно, 
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что любой неприводимый H-модуль V представляется в виде V1 ⊗ V2, где Vi – неприводимые  
Hi-модули, i = 1, 2.

Положим 

 
(здесь j и k – целые неотрицательные числа, они могут совпадать). Известно, что если ρ – не-
приводимое представление группы H2 и ω(ρ) ∉ ∆, то

 
 (1)

Для p-ограниченных представлений это доказано в работе Ф. Любека [9, теорема 5.1 и табли-
цы], для произвольных неприводимых представлений наше утверждение следует из цитирован-
ных выше результатов Любека и теоремы Стейнберга о тензорном произведении. Из тех же ре-
зультатов вытекает, что dim ρ не больше некоторой квадратичной функции ранга группы H2 при 
ω(ρ) ∈ ∆. Поэтому естественно считать неприводимые представления группы H2 со старшими 
весами из ∆ малыми.

Т е о р е м а 1. Пусть G = Ar(K) или Cr(K), M – p-ограниченный неприводимый G-модуль со 
старшим весом  Положим 1= .r

iis a=∑  Предположим, что 5 ≤ l ≤ r – 6 и s ≥ 2p – 1 при 
G = Ar(K) и 3 ≤ l ≤ r – 3 и s – ar ≥ p + 1 при G = Сr(K). Пусть

 

Тогда в ограничении M | H имеется не менее N композиционных факторов вида Mi1 ⊗ Mi2, где Mi1 – 
p-большой H1-модуль, а Mi2 – неприводимый H2-модуль c ω(Mi2) ∉ ∆, 1 ≤ i ≤ N.

Эта теорема позволяет получить нижние оценки числа блоков Жордана максимальной раз-
мерности в образах унипотентных элементов из подгруппы H1 в соответствующих неприводимых 
представлениях.

С л е д с т в и е 1. В условиях теоремы 1 пусть ϕ – представление группы G, реализующееся  
в модуле M, и, кроме того, r – l ≥ 7 для G = Сr(K). Тогда для любого унипотентного элемента 
x ∈ H1 образ ϕ(x) имеет не менее N(r – l – 1)3 / 4 блоков Жордана максимальной размерности, 
равной порядку этого элемента, при G = Ar(K) и не менее 2N(r – l)3 блоков Жордана максимальной 
размерности при G = Сr(K).

Используя информацию о замыканиях классов сопряженных унипотентных элементов груп-
пы G в топологии Зарисского, удается распространить эти оценки на определенные унипотентные 
элементы, не лежащие в собственных подсистемных подгруппах.

С л е д с т в и е 2. Пусть представление ϕ удовлетворяет условиям следствия 1 и G = Ar(K). 
Если 5 ≤ pt ≤ r – 6, то ϕ(z) имеет не менее N(r – pt – 1)3 / 4 блоков Жордана размерности pt+1 для 
любого элемента z ∈ G порядка pt+1. При r ≥ 11 образ ϕ(z) имеет не менее N(r – 6)3 / 4 блоков Жор-
дана размерностей p и 9 соответственно для элементов z ∈ G порядка p и элементов порядка 9 
при p = 3. 

С л е д с т в и е 3. Пусть представление ϕ удовлетворяет условиям следствия 1 и G = Cr(K). 
Если 3 ≤ (pt + 1) / 2 ≤ r – 7, то ϕ(z) имеет не менее 2N(r – (pt + 1) / 2)3 блоков Жордана размерности 
pt+1 для любого элемента z ∈ G порядка pt+1. При r ≥ 10 образ ϕ(z) имеет не менее 2N(r – 7)3 блоков 
Жордана размерностей p и 9 соответственно для элементов z ∈ G порядка p и элементов 
порядка 9 при p = 3. 

О доказательствах результатов. Приведем сначала несколько общих утверждений, исполь-
зуемых для доказательства основных результатов и справедливых для обеих групп.
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Т е о р е м а 2 ([10, теорема 1]). Пусть G = Ar(K) или Cr(K). Тогда образ унипотентного эле-
мента в p-большом представлении группы G имеет не менее двух блоков Жордана размерности, 
равной порядку этого элемента. 

Ниже cl( )g  и cl( )g  – класс сопряженных элементов, содержащий элемент g, и его замыкание 
в топологии Зарисского.

Л е м м а 1 ([11, лемма 2.14]). Пусть Γ – полупростая алгебраическая группа, g, h ∈ Γ – 
унипотентные элементы, cl( ),h g∈  ϕ – рациональное представление группы Γ. Предположим, 
что dϕ(g) = dϕ(h). Тогда элемент ϕ(g) имеет не меньше блоков Жордана максимальной раз-
мерности, чем ϕ(h).

Л е м м а 2. Пусть G = Ar(K) или Cr(K), ,s +∈  x ∈ G – элемент, имеющий в стандартной 
реализации группы G один блок размерности ps + 1 и тривиальные блоки. Тогда cl( ),x g∈  если 
g ∈ G и |g| = |x|.

Лемма 2 известна и легко следует из описания классов сопряженных унипотентных эле мен-
тов группы G.

Введем еще несколько обозначений. Пусть αi (1 ≤ i ≤ r) – простые корни группы G,  – кор-
невая подгруппа, ассоциированная с корнем α, 1( , , )kG Gβ … β ⊂  – подгруппа, порожденная под-
группами 1 , , ,k±β ±βX X   X(M) – множество весов модуля M,  
Mλ – весовое подпространство веса λ. Используются также «смешанные» обозначения 

1 1( , , , , , , ).k k tG i i i i+β   Известно, что все подсистемные подгруппы, изоморфные H, сопряже-
ны. Поэтому для поиска искомых факторов можно выбрать любую из них.

При G = Ar(K) положим t = r – k при l = 2k и t = r – k – 1 при l = 2k + 1, H1 = G(1, …, k, αk+1 +… 
+ αt+1, t + 2, …, r), H2 = G(k + 2, …, t). Легко видеть, что H1 ≅ Al(K), H2 ≅ Ar–l–1(K). Пусть M – модуль, 
удовлетворяющий условиям теоремы 1, UH – подгруппа, порожденная всеми корневыми под-
группами группы H, ассоциированными с положительными корнями. Если m ∈ M – ненулевой 
весовой вектор, инвариантный относительно UH, то пусть F(m) – неприводимый H-модуль, изо-
морфный фактор-модулю модуля KHm по его единственному максимальному подмодулю. Для 
фиксированных чисел a и b обозначим символом X(M)a,b множество весов модуля M вида 

1 1 1, 1( ) .k t i ii k tM a b c+ + ≠ + +ω − α − α − α∑  Положим  Строится множество Σ, 
состоящее из N различных пар (a, b) со следующими свойствами: для любой пары (a, b) ∈ Σ 
существует ненулевой весовой вектор ma,b ∈ Ma,b, инвариантный относительно UH; модуль 
F(ma,b) ≅ F1 ⊗ F2, где F1 – p-большой H1-модуль, F2 – неприводимый H2-модуль с ω(F2) ∉ ∆; при 
этом различным парам соответствуют неизоморфные модули F(ma,b). Отсюда следует утвержде-
ние теоремы для Ar(K).

При построении множества Σ существенно используется следующая лемма.
Л е м м а 3. 1) Пусть k + 1 ≤ i ≤ t + 1, ai > 0, ,b +∈  0 < b ≤ ai. Положим λ(k + 1, k + 1, b) = ω(M) –  

– bαk+1. При i > k + 1 положим ci = b, cj = aj + cj+1 при k + 1 ≤ j < i и 

2) Пусть 1 ≤ i ≤ k + 1, ai > 0, ,b +  0 < b ≤ ai. Определим вес λ(k + 1, k + 1, b), как в пункте 1). 
При i < k + 1 положим ci = b, cj = aj + cj–1 при i < j ≤ k + 1 и 

3) Пусть 1 ≤ i < k + 1 < j < t + 1, ai > 0, aj > 0, , ,b d +∈  0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj. Положим ci = b, 
cf = af + cf–1 при i < f ≤ k, cj = d, cf = af + cf+1 при j > f ≥ k + 2, ck+1 = ak+1 + ck + ck+2  
и 

4) Пусть t + 1 ≤ i ≤ r, ai > 0, ,b +∈  0 < b ≤ ai. Положим λ(t + 1, t + 1, b) = ω(M) – bαt+1. При 
i > t + 1 положим ci = b, cj = aj + cj+1 при t + 1 ≤ j < i и 

5) Пусть k + 1 < i < t + 1 < j ≤ r, ai > 0, aj > 0, , ,b d +∈  0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj. Положим ci = b, 
cf = af + cf–1 при i < f ≤ t, cj = d, cf = af + cf+1 при j > f ≥ t + 2, ct+1 = at+1 + ct + ct+2  

и 
Пусть λ = λ(m, n, b) или λ = λ(m, n, s, b, d) удовлетворяет условиям одного из пунктов 1)–5). 

Тогда λ ∈ X(M) и подпространство Mλ состоит из векторов, инвариантных относительно UH. 
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Следствие 1 для специальных линейных групп вытекает из теоремы 2 и формулы (1). Для 
доказательства следствия 2 используем леммы 1 и 2.

Далее пусть G = Cr(K). Положим H1 = G(1, …, l – 1,2αl + 2αl+1 + … + 2αr–1 + αr), H2 = G(l + 1, …, r). 
Используем обозначения UH и F(m), как выше. Пусть M – модуль, удовлетворяющий условиям 
теоремы 1. Для фиксированного a +∈  обозначим символом X(M)a множество весов модуля M 
вида  Положим  В доказательстве для симплек ти-
ческих групп подпространства Ma играют такую же роль, что и подпространства Ma,b для 
специальных линейных групп. Строится множество Σ2, состоящее из N различных чисел a со 
следующими свойствами: для любого a ∈ Σ2 существует ненулевой весовой вектор ma ∈ Ma, ин-
вариантный относительно UH; модуль F(ma) ≅ F1 ⊗ F2, где F1 – p-большой H1-модуль; F2 – 
неприводимый H2-модуль с ω(F2) ∉ ∆; при этом F(ma)  F(mc) при a ≠ c. Отсюда следует утверж-
дение теоремы 1.

При построении множества Σ2 существенно используется следующая лемма.
Л е м м а 4. 1) Пусть l ≤ i < r, ai > 0, ,b +∈  0 < b ≤ ai. Положим λ = λ(l, l, b) = ω(M) – bαl. При 

i > l положим ci = b, cj = aj + cj+1 при l ≤ j < i и 

2) Пусть 1 ≤ i ≤ l, ai > 0, ,b +∈  0 < b ≤ ai. Определим вес λ(l, l, b), как в пункте 1). При i < l 
положим ci = b, cj = aj + cj–1 при i < j ≤ l и 

3) Пусть 1 ≤ i < l < j < r, ai > 0, aj > 0, , ,b d +∈  0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj. Положим ci = b, 
cf = af + cf–1 при i < f < l, cj = d, cf = af + cf+1 при j > f > l, cl = al + cl–1 + cl+1 и 

Пусть λ = λ(l, i, b) или λ = λ(l, i, j, b, d) удовлетворяет условиям одного из пунктов 1)–3). 
Тогда λ ∈ X(M) и подпространство Mλ состоит из векторов, инвариантных относительно UH. 

Следствие 1 для симплектических групп вытекает из теоремы 2 и формулы (1). Чтобы дока-
зать следствие 3, используем леммы 1 и 2.
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