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Аннотация. Дискриминанты многочленов характеризуют распределение корней полиномов на комплексной 
плоскости. В последние годы для целочисленных многочленов найдены точные оценки для количества многочленов 
заданной степени и высоты. Метод получения оценок основан на теоремах Минковского в геометрии чисел и метри-
ческой теории диофантовых приближений. Предложен новый метод, позволяющий получать оценки сверху для ко-
личества многочленов с ограниченными дискриминантами в архимедовой и неархимедовой метриках. В методе 
обобщены идеи Х. Давенпорта, Б. Фолькмана и В. Спринджука, позволившие им получить существенные продвиже-
ния при решении проблемы Малера.
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Введение. Теория диофантовых приближений позволяет заменять действительные числа на 
близкие к ним рациональные числа, а трансцендентные числа на близкие к ним алгебраические 
числа. В 1932 г. К. Малер [1] ввел классификацию действительных и комплексных чисел на осно-
ве разрешимости неравенства

	

( )( ) w xP x H −<  
	

 (1)

в полиномах 1 0( ) ...n
nP x a x a x a= + + +   с целыми коэффициентами степени deg P = n и высоты 

0
( ) max .i

i n
H H P a

≤ ≤
= =  

 
От величины w(x) зависит, в какой класс попадет действительное число x. 

Сам Малер доказал, что при w > 4n мера Лебега μ1 множества ( ),n w   для которых неравенство (1) 
имеет бесконечное число решений, равна нулю. Его гипотеза состояла в том, что

	
1 ( ) 0, ,n w w nµ = >    

для действительных x и

	
2

1( ) 0, ,
2n

nw w −
µ = >  

для комплексных z, где μ2 – мера Лебега на комплексной плоскости 2.
Гипотезу Малера доказал В. Г. Спринджук. Он опубликовал свое доказательство в [1], где 

обобщил проблему Малера на поле p-адических чисел и поле формальных степенных рядов,  
а также сформулировал несколько гипотез для невырожденных кривых [2] и совместных дио-
фантовых приближений [3]. Для любого n эта задача решена в 1998 г. Д. Клейнбоком и Г. Маргу-
лисом [4]. Вторую гипотезу доказал первый из авторов данной статьи [5]. В обзорной статье 1980 г. 
В. Спринджук [6] поставил гипотезу о разрешимости системы неравенств

	
2 31 1 2 3( ) , ( ) , ( ) , 0, 2 2w w w

iP x H P z H P H w w w w n− − −< < ω < ≥ + + > −  
	  

(2)

для (x, z, ω) из пространства pΩ = × ×    действительных, комплексных и p-адических чисел. 
Эта задача решена в [5]. Значительный вклад в теорию диофантовых приближений внес также 
академик Й. П. Кубилюс [7].

Подобные неравенства можно рассматривать с более общими правыми частями, как в теоре-
ме Хинчина [8]. Такая задача была решена отдельно для действительных [9; 10], комплексных 
[11] и p-адических чисел [12].

Основу всех доказательств составляют обобщения леммы Гельфонда о разрешимости нера-
венств (2) для трансцендентных чисел x, z, ω. В [13] при дополнительных условиях на поведение 
полиномов P(x) на интервалах iI ⊂    была доказана следующая лемма.

Л е м м а 1 [9]. Пусть полиномы P1(t) и P2(t) степени n и высоты H(Pi) ≤ Q, i = 1, 2, на отрезке I, 
1 ,I Q −ηµ =   0,η ≥   удовлетворяют неравенству

	

1 2max( ( ) , ( ) ) .
t I

P t P t Q −τ

∈
<  

Тогда при любом 0δ >   и 0 ( )Q Q> δ   выполняется неравенство

	

1 2max( 1 , 0) 2 .nτ + + τ + − η < + δ  
	

(3)

Для системы неравенств лемма 1 была обобщена в [14].
В данной работе доказывается более общее утверждение, чем лемма 1, и более точное, чем 

[14]. Кроме того, мы показываем, как это утверждение может быть применено для получения 
оценок сверху количества полиномов с заданными дискриминантами.

Решаемые задачи будут рассматриваться в классе полиномов

	 ( ) = { ( ) [ ] :   deg ,   ( ) }.n Q P t t P n H P Q∈ ≤ ≤  	 (4)
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Во всех классических проблемах метрической теории диофантовых приближений, таких как 
проблема Малера, проблема Бейкер–Шмидта, проблема Малера–Спринджука, можно перейти  
к подклассам ( ).n Q    Далее 1 1 2( ), , ...c c n c=   – величины, зависящие от n и не зависящие от H и Q. 
Символ << – символ Виноградова: запись A << B означает что А < dB, где d не зависит от A и B.

Введем подклассы полиномов

	
1 2( , , ) = { ( ) ( ),  ( , )},n nQ v H P t Q v v v∈ =   

обладающие дополнительными свойствами.
1. Класс ( , , )n Q v H   состоит из неприводимых полиномов ( ),P t   ( ) .

2
Q H P Q≤ ≤  

2. Старшие коэффициенты na  полиномов ( )P t  удовлетворяют условию 

	

, 1,n n pa H a   

где pa  
 
– p-адическая норма a. Определяется она просто: для простого числа p находим пред-

ставление a в виде 1
la p a=   с максимальным натуральным числом l, т. е. lp   делит a, но 

1lp +    
не делит a. Тогда 1,la p a=   1( , ) 1a p =   и определяем .l

pa p −=  
Будем обозначать меру Хаара в p   через 3.µ  
В силу леммы Спринджука [1] это приводит к неравенствам 1, 1 ,j j nα ≤ ≤   1i pγ    для 

комплексных корней jα   полинома P(t) и p-адических корней P(ω) в алгебраическом замыкании 
поля p�.

3. Корни ,iα  jγ  упорядочены следующим образом:

	
1 2 1 3 1... ,nα −α ≤ α −α ≤ ≤ α −α  

	 1 2 1 3 1... .np p pγ − γ ≤ γ − γ ≤ ≤ γ − γ  

	Проведем классификацию многочленов и их корней как это сделано в [1; 2]. Возьмем доста-
точно малое число 1ε  и 1

1 1.T − = ε +   Положим

	

1
1

, 2, ..., , ,j j j
j j

l l
H j n

T T
−ρ −

α −α = = ≤ ρ <  

	
1

1, 2, ..., , ,i i i
i ip

s sH i n
T T

−θ −
γ − γ = = ≤ θ <  

	

1 1

1 1
, .

n n
j j j i

i j i j
p T l q T s− −

= + = +
= =∑ ∑  

Нетрудно доказать, что количество значений векторов 2 2( , ) ( , ..., , , ..., )n nl s l l s s=   конечно, за-
висит только от n и не зависит от H и Q. Поэтому все подклассы ( , , )n Q v H  можно перебрать по 
очереди. Далее считаем, что ( ) ( , , ).nP t Q v H⊂   

Т е о р е м а 1. Пусть 1 2( ), ( )P t P t  не имеют общих корней ни в ,  ни в p� и пусть в прямо­
угольнике ,I K×   

1 2
1 3, , 0iI Q K Q−η −ηµ = µ = η ≥  , выполняются неравенства 

	
1

1 2 1max( ( ) , ( ) ) , 0,
x I

P x P x Q −τ

∈
< τ ≥  

	
2

1 2 2max( ( ) , ( ) ) , 0,p pK
P P Q −τ

ω∈
ω ω < τ ≥  

	
1 1

1 1 2 2 1 21 , .p l T q s T− −τ + − > τ − >  

Тогда при любом 0δ >   и 0 ( )Q Q> δ   справедливо неравенство 
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1 2

1 2 1 1 1 2 2 2
1 1

1 2 max( 1 ,0) 2 max( ,0) 2 .
n n

k k
k k n

= =
τ + + τ + τ + − η + τ − η < + δ∑ ∑  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства нам потребуются следующие леммы.
Л е м м а 2 [2]. Если 1α  – ближайший корень к х многочлена P(x), то

	

1

1
1 1

1
1 21 2

| ( ) | | ( ) | ,

| | 2 | ( ) | | ( ) | ,

2 (| ( ) | | | | ( ) | ) .

n

n

n P x P x

x P x P

P x P x

−

−

−


′

 ′− α < α

 ′α − α

 

Л е м м а 3 [2]. Если 1γ  – ближайший к ω корень многочлена P(ω), то

	

1

1
1 1

1
1 21 1 2

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ( ) ( ) ( ) ) .

p p

p p p

p p p

P P

P P

P P

−

−

−


′ω ω


 ′ω − γ < ω γ



′ω γ γ − γ

Пусть 1α  – ближайший к x корень, а 1γ  – ближайший к ω корень. Тогда используя первые 
неравенства лемм 2 и 3 получим

                          
1 1 1 1 11

1 ,p cQ x Q−η −τ − + + ε≤ − α         
2 1 1 2 1

1 .q c
pQ Q−η −τ + + ε≤ ω − γ   

 
Из третьих неравенств лемм 2 и 3 имеем

	
1 3 11 1

1 ,jj p cjQ x Q −τ − + + ε−η ≤ − α       
2 4 12

1 .jj q cj
pQ Q −τ + + ε−η ≤ ω − γ   

Рассмотрим произведение результантов многочленов 1( )P t  и ( )P t

	

2 1 2 1

1 2 1 2

deg deg deg deg
1 2 1 2

1 1
1 1

2

1 1
1 1

1 ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

.

p

P P P P
n n i j n n i jp p p

i n i n
j n j n

n
i j i j p

i n i n
j n j n

R P P R P P

a P a P a P a P

Q

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

≤ =

= α − β γ − ξ

α − β γ − ξ

∏ ∏

∏ ∏





 

Оценим модули разностей

	
1 1 5 11

1 1 1 1 ,p cx x Q −τ − + + εα − β ≤ − α + − β    
2 1 6 1

1 1 1 1 ,q c
p p px x Q −τ + + εγ − ξ ≤ − γ + − ξ   

	
1 7 1

1 1 1 1
2 2

( ) ,
n n

p c
j j

j j
Q − + ε

= =
α − β ≤ α − β + β − β∏ ∏   

 	

1 8 1
1 1 1 1

2 2
( ) .

n n
q c

j jpp p
j j

Q − + ε

= =
γ − ξ ≤ γ − ξ + ξ − ξ∏ ∏   

Аналогично получим

	

1 9 1
1

2
,

n
p c

j
j

Q + ε

=
β − α∏   

 

1 10 1
1

2
,

n
q c

j p
j

Q − + ε

=
ξ − γ∏   
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1 11 1
1 1 1 1

2 2
( ) ,

n n
p c

j j j j
j j

Q − + ε

= =
α − β ≤ α − α + α − β + β − β∏ ∏   

	

1 12 1
1 1 1 1

2 2
( ) .

n n
q c

j j j jpp p p
j j

Q − + ε

= =
γ − ξ ≤ γ − γ + γ − ξ + ξ − ξ∏ ∏   

Для оставшихся произведений имеем оценки: 

	

1
13 1

2
2

1 1 1 1
, 2 , 2

( ) ,

n
i

i
p cn n

i j i j
i j i j
i j i j

Q

−

=
− + ε

> >
≠ ≠

∑
α − β ≤ α − α + α − β + β − β∏ ∏   

	

1
14 1

2
2

1 1 1 1
, 2 , 2

( ) .

n
i

i
q cn n

i j i jp pp p
i j i j
i j i j

Q

−

=
− + ε

> >
≠ ≠

∑
γ − ξ ≤ γ − γ + γ − ξ + ξ − ξ∏ ∏   

Тогда выполняется следующая оценка результанта 1 2( , )R P P  многочленов 1( )P t  и 2 ( )P t :

	

1 1
1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 15 1

2 2

1 1
1 2 15 1

1 1

2 1 2 2

1 2 1 2

2 1 2 max( ,0) 2 max( ,0)

1 ( , ) ( , )

.

n n
i i

i i

n n
i i

i i

n p q p q p q p q p q c

p

n p q c

R P P R P P Q

Q

− −

= =

− −

= =

−τ − + −τ + − − − − − − − − + ε

−τ − −τ − − + ε

∑ ∑

∑ ∑

≤  



 

	

(5)

Из (5) получим

	

1 1
1 2 1

1 1
1 2 max( , 0) 2 max( , 0) 2 .

n n
i i

i i
p q n

− −

= =
τ + + τ + + < + δ∑ ∑  

Так как 

	 1 1 16 1 2 2 17 11 , ,j jp j c q j c> τ + − η − ε > τ − η − ε  

то 
1 1

1 2 1 1 1 2 2 2
1 1

1 2 max( 1 , 0) 2 max( , 0) 2 .
n n

i i
k k n

− −

= =
τ + + τ + τ + − η + τ − η < + δ∑ ∑  

Теорема 1 доказана.
Покажем, как можно применить теорему 1 для получения оценок сверху для количества це-

лочисленных многочленов из класса полиномов ( )n Q   степени deg P n≤   и высоты H. При этом 
дискриминанты полиномов не превосходят заданной границы и делятся на большую степень 
некоторого простого числа p. Для полинома ( ) ( )nP t Q∈   пусть 1 2, , ..., nα α α   – корни P(t) из поля 
комплексных чисел    – алгебраического замыкания ,   и 1 2, , ..., nγ γ γ   – корни P(ω) из поля  
р-адических чисел p  или его алгебраического замыкания .p  Для целого числа a пусть a   – 
абсолютная величина (архимедова норма a). Согласно известной теореме Островского [2; 15] 
указанные нормирования a   и pa  

 
исчерпывают все нормы поля рациональных чисел. Очевидно, 

что произведение по всем этим двум нормам

	

1 1.v
v

a a= ≥∏  

Дискриминантом полинома 
1

1 1 0( ) ... ( )n n
n n nP t a t a t a t a Q−

−= + + + + ∈   называется число

	

2 2 2

1
( ) ( ) .n

n i j
i j n

D P a −

≤ < ≤
= α − α∏  
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Для 1 2( , ),v v v=   0,iv ≥   1, 2,i =   и натурального числа Q обозначим через

	

1 22 2 2 2( , ) = { ( ) ( ),  ( ) ,  ( ) }.n v v
n n pQ v P t Q D P Q D P Q− − −∈ ≤ ≤   

Т е о р е м а 2. При 1 20 2v v≤ + ≤   и любом 2 0ε >   справедливо асимптотическое неравенство

	

1 2 21 ( )# ( , ) ,n v v
n Q v Q + − + +ε

   1 20 2.v v≤ + ≤  
	  

(6)

Доказательство теоремы 2.
В случае 1( , 0)v v=   оценки снизу и сверху для # ( , ),n Q v   использующиеся в диофантовых 

приближениях, получены в [13; 15].
Для значений 

( )
1( ),jP α   

( )
1( ),jP γ   1 ,j n≤ ≤   и расстояний между корнями полиномов в    и p  

введем ε -сети [2].
Предположим, что выполняется противоположное (6) неравенство. Тогда существует прямо-

угольник

	 1 1,П J K= ×    1 ,J ⊂     1 ,pK ⊂     
1

2
1 1 ,l TJ Q

−−µ =    
1

2
2 1 ,s TK Q

−−µ =    
1 1

2 2 ,l T s TП Q
− −− −µ =  

в котором количество многочленов # ( , , )n Q v П   удовлетворяет неравенству

	

1 1
1 2 2 2 21 ( )

1 1# ( , , ) , [ ].n v v l T s T
n Q v П Q K K K

− −+ − + − − +ε = =  

Разложим каждый многочлен ( ) ( , , )nP t Q v П∈   в точках 1α   и 1γ   в ряд Тейлора на 1 1.J K×  

	

2
1 1 1 1 1

1( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ...,
2

P x P P x P x′ ′′= α + α − α + α − α +  
	 (7)

	
2

1 1 1 1 1
1( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ....
2

P P P P′ ′′ω = γ + γ ω − γ + γ ω − γ +  
	

(8)

Поскольку

	
1

2
1 ,l Tx H

−−− α      
1

2
1 ,s T

p H
−−ω − γ   

	  
(9)

	
1

2 11 ( 1)( )
1 1( )( ) ,jp jl T nj jP x H

−− − + − εα − α   
 

1
2 1( 1)( )

1 1( )( ) ,jq js T nj j
p

P H
−− − + − εγ ω − γ 

 

то из (7)–(9) следует

	
1

1 2 11 ( 1)( ) ,p l T nP x Q
−− − + − ε

     
1

1 2 1( 1)( .q s T n
pP Q

−− − + − εω   

Положим

	
1 1

1 2 2 2 1 [ ] { },m v v l T s T m m− −= + + + − = +  

где [a] и {a} – целая и дробная части действительного числа a, и будем считать, что 2{ } .m ≤ ε   
Применим принцип ящиков Дирихле к полиномам

	 1 1 1( ) ( ) ( ),j jR x P x P x+ += −    1 1 1( ) ( ) ( ).j jR P P+ +ω = ω − ω  
	  

(10)

Тогда найдутся не менее 20,5Q ε   полиномов, у которых совпадают коэффициенты при 
1 [ ] 1, , ..., .n n n mt t t− − +   Из (9) и (10) следует, что верна система неравенств

	

1 1
1 2 1 2 11 ( 1)( ) ,p l T q s T n

jR t Q
− −− − − − + − ε

    
1 1

1 2 2 2 2deg ( ) 1 ( 1) 2.jR t v v l T s T n− −≤ + + + − + − ε ≥  
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Если среди 0,5Q ε   многочленов ( )jR t   окажется хотя бы два без общих корней, то применим  
к ним теорему 1 и получим противоречие. Если таких многочленов нет, то полиномы ( )jR t   бу-
дут приводимы и раскладываются на линейные множители, так как по (6) они имеют степень  
не более 2. Для линейных множителей теорема 2 устанавливается без труда. Если 2 { } 1,mε < <   
то несколько увеличим 1Iµ   и 3 ,Kµ   чтобы для новых 1П I K′ = ×   получить 2 2( ) .П ′ε ≤ ε   

Доказательство теоремы 2 приведено в схематическом виде.
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