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ТЕОРЕМЫ СРАВНЕНИЯ В ЗАДАЧАХ РАЗРУШЕНИЯ РЕШЕНИЯ  
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Аннотация. Найдены достаточные условия разрушения решения и верхняя оценка времени разрушения реше
ния для задач Неймана и Дирихле для уравнения реакции диффузии с градиентной нелинейностью, которые 
получены на основе теорем сравнения, неравенства Йенсена и законов сохранения. Используя аналогичную технику 
доказательства для разностного случая, была построена разностная схема, аппроксимирующая ранее упомянутую 
задачу Неймана, для которой получены достаточные условия разрушения решения и оценка времени разрушения 
решения, согласованные с соответствующими условиями и оценками для дифференциального случая.
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Abstract. In this paper, blow-up sufficient conditions and upper bound of blow-up time for solution of Neumann and Di-
richlet problems for reaction diffusion equations with non-linear gradient have been obtained. These equations have been 
found from the comparison of theorems, Jensen’s inequality and conservations laws. By using a similar proof approach for the 
finite-difference case, the finite-difference scheme was constructed, approximating the above-mentioned Neumann problem, 
for which sufficient conditions and upper bound of blow-up time, consistent with appropriate conditions and bound for the 
appropriate differential problem, have been obtained.
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Введение. Теоремы сравнения играют важную роль при изучении поведения решения задач 
с явлением разрушения решения как в дифференциальных задачах, так и в разностных схемах. 
Неравенство Йенсена и теоремы сравнения широко применяются для получения достаточных 
условий возникновения разрушения решения и верхней оценки времени разрушения в задачах 
параболического типа [1; 2] и их аппроксимаций [3; 4]. В сообщении рассматриваются задачи 
Дирихле и Неймана для нелинейного уравнения реакции диффузии, которые имеют приложения 
в физике, химии и биологии для случая разрушения решения [5; 6] и были подробно исследованы 
в течение последних нескольких лет в контексте явления разрушения решения [7–9]. В [4] были 
сформулированы некоторые дискретные аналоги теорем сравнения и основанные на них и теореме 
Йенсена достаточные условия разрушения решения.
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В пункте 1 рассматриваются задачи Неймана и Дирихле для нелинейного уравнения реакции 
диффузии и приведены условия возникновения разрушения решения и верхняя оценка времени 
разрушения, полученные на основе неравенстве Йенсена, теорем сравнения и законов сохра­
нения. В пункте 2 доказываются условия возникновения разрушения решения и верхняя оценка 
времени разрушения для неявной разностной схемы, которая аппроксимирует задачу Неймана 
для нелинейного уравнения реакции диффузии, а также формулируется один из дискретных 
аналогов теорем сравнения. 

1. Условия разрушения решения задач для уравнения реакции диффузии. В этом пункте 
рассматривается следующее дифференциальное уравнение:

	
2

=1

( ) = ( ) ( ), ( , ) (0, ),
mg u u up k t f u x t T

t x x xα αα

  ∂ ∂ ∂ ∂   + ∈Ω×
  ∂ ∂ ∂ ∂  

∑ 	 (1)

где Ω  – ограниченное связное множество в mℜ  с гладкой границей .∂Ω  Функция ( )g C +∈ ℜ   
и ( ) > 0g s′  для всех > 0,s  функция p – положительная в +ℜ  и ( )p C +∈ ℜ , функция k – поло­
жительная в +ℜ  и ( ),k C +∈ ℜ  функция f – неотрицательная и ( ).f C +∈ ℜ

Рассмотрим задачу Коши 

	 = ( ) ( ), (0, ),dw k t w t T
dt

′ϕ ∈ 	 (2)

	 0(0) = ,w w 	 (3)

где ( )wϕ  – непрерывная положительная функция на интервале 0[ , ),w ∞ ; 1( ) [0, ) (0, )w t C T C T′ ′∈ ∩  
и ( )k t  – непрерывная положительная функция на интервале .+ℜ

У т в е р ж д е н и е 1. Если существует < ,bt ∞  которое удовлетворяет равенству

	
00

= ( ) ,
( )

tb

w

dw k d
w

∞
ξ ξ

ϕ∫ ∫

где ( )k t  и ( )uϕ  – функции из задачи (2), (3), тогда решение задачи (2), (3) разрушается за конеч­
ное время ,bt  т. е. ( ) = .lim

t tb
w t

→
∞  

Т е о р е м а 1 [4]. Пусть ( )v t  – верхнее решение задачи (2), (3), которое удовлетворяет сле­
дующему неравенству: 

	 ( ) ( ), (0, ),dv k t v t T
dt

′≥ ϕ ∈

	 0(0) = ,v w

где ( )k t  и ( )uϕ  – функции из задачи (2), (3). Тогда следующие неравенства выполнены 

	 2( ) ( ), (0, ),v t w t t T ′≥ ∈

где 2(0, )T ′  – общий интервал существования функций ( )w t  и ( ).v t  
1.1. Задача Дирихле. Рассмотрим следующую задачу Дирихле для уравнения реакции диф­

фузии (1) при ( ) = ,np w w  ( ) = 1:k t

	
2 1

=1

( ) = ( ), ( , ) (0, ),
nmg u u f u x t T

t x x

+

α αα

 ∂ ∂ ∂   + ∈Ω×  ∂ ∂ ∂  
∑ 	 (4)

	 ( , ) = 0, ( , ) (0, ),u x t x t T∈∂Ω× 	 (5)
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	 0( , 0) = ( ), ,u x u x x∈Ω 	 (6)

где функция 0 ( )u C∈ Ω  и 0 ( ) 0, .u x x≥ ∈Ω  Из принципа максимума для параболических урав
нений [10] следует, что решение задачи неотрицательно для всех x∈Ω  и [0, ).t T∈

Введем норму 2|| || = ( , )v v v  и первообразную функцию ( ) = ( ) .F u f w dw∫
 Л е м м а 1. Для задачи (4)–(6) выполнен следующий закон сохранения

	 ( ) = (0),E t E
где 

	
212

2
=10

1( ) = ( ), ( ( ),1).
2 2

nt mu uE t g u dt F u
n xt

+

α

 ∂ ∂ ′ + −     + ∂∂   
∑∫

 Т е о р е м а 2. Предположим, что существует такая первообразная ( )F u  функции ( ),f u  
для которой выполнены следующие условия: 

1. Функция 

	 1 1 11 1 1( ) = ,G v mes f v v mes F v
mes mes mes

− − −        
Ω Φ Φ + Ω Φ        Ω Ω Ω        

выпуклая для 0 ,v v≥  где ( ) = ( ) .u g w wdw′Φ ∫
2. Существует 1 < ,T ∞  которое удовлетворяет равенству 

	 1
0

= ,
( ) (0)v

dw T
G w E

∞

−∫

где 

	 0 = (0) = ( ( , 0)) .v v u x dx
Ω
Φ∫

3. Следущее неравенство выполнено 
	

0
(0) < ( ).min

v v
E G v

≥

Тогда решение задачи (1), (5), (6) разрушается за конечное время, т. е. 

	 ( , ) = ,suplim
t T xb

u x t
→ ∈Ω

∞

и более того, 1.bT T≤  
1.2. Задача Неймана. В этом пункте рассматривается следующая задача Неймана для урав

нения реакции диффузии (1):

	
2

=1
= 0, ( , ) (0, ),

m u up x t T
x xα αα

 ∂ ∂  ∈∂Ω×
 ∂ ∂ 

∑ 	 (7)

	 0( , 0) = ( ), ,u x u x x∈Ω 	 (8)

где функция 0 ( )u C∈ Ω  и 0 ( ) 0, .u x x≥ ∈Ω
Т е о р е м а 3. Предположим, что следующие условия выполнены:
1. Функция 

	 1 1( ) = ,v mes f g v
mes

−  
ϕ Ω   Ω  

выпуклая.
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2. Существует 1 < ,T ∞  которое удовлетворяет уравнению 

	
1

00

= ( ) ,
( )

T

v

dw k t dt
w

∞

ϕ∫ ∫

где 

	 0 = (0) = ( ( , 0)) .v v g u x dx
Ω
∫

Тогда решение задачи (1), (7), (8) разрушается за конечное время, т. е. 

	 ( , ) = ,suplim
t T xb

u x t
→ ∈Ω

∞

и более того, 1.bT T≤  
2. Условия разрушения решения разностных схем. 
2.1. Понятие разрушения решения в разностных схемах. Предположим что имеется разно

стная схема J, которая определена на сетке = ,hτω ω ×ω  где 1= { | > , = 0, }n n nt t t n Nτ +ω  – времен
ная сетка и hω  – некоторая пространственная сетка. Пусть ny  – решение разностной схемы J на 
сетке hω  в момент времени .nt

О п р е д е л е н и е. Разностная схема J «допускает» разрушение решения в норме || || ,hω⋅  
если существует временная последовательность 1 =1{ | } ,n n n n nt t t ∞

−= + τ  которая стремится к неко
торому конечному числу, т. е. = <lim n hb

n
t t

→∞
∞  и решение разностной схемы, заданной на этой 

последовательности, стремится к беспонечности в норме || || hω⋅ , т. е. 

	 || || = .lim n h
n

y ω
→∞

∞

 У т в е р ж д е н и е 2. Предположим что w(t) – непрерывная функция, для которой выполнено 
уравнение 
	 ( )lim

t tb
w t

→
= ∞

и для любого решения задачи J выполнено неравенство 

	 || || ( ), .n
n nh

y w t tω τ≥ ∈ω

Тогда J  «допускает» разрушение решения, кроме того .hb bt t≤  
2.2. Дискретный аналог теоремы сравнения. Дискретные аналоги теорем сравнения [4] 

очень важны в изучении поведения решения, устойчивости и определения условий разрушения 
решения разностных схем. Далее формулируется один из возможных дискретных аналогов 
теоремы сравнения дифференциальной задачи (2), (3).

 Т е о р е м а 4. Предположим, что следующие условия выполнены:

	
1

1
1( ) ( ), = 0,1..., 1,

n n
n

n
n

k t n N
+

τ τ +
+ τ

β −β
≥ ϕ β −

τ

	 0
0 ,vτβ ≥

где n
τβ  – сеточная функция, которая определена на временной сетке 1= { | = , = 0, },n n n nt t t n Nτ +ω + τ  

функции ( )k t  и ( )uϕ  взяты из задачи (2), (3). Пусть выполнено следующее неравенство:

	
0 0

( ) < .
( )

tN

v

dk t dt
∞ ξ
ϕ ξ∫ ∫

Тогда выполнены следующие неравенства:

	 ( ), = 1, 2, ..., ,n
nw t n Nτβ ≥

где ( )w t  – решение задачи (2), (3). 

tN

v0
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2.3. Разрушение решения разностной схемы. В этом пункте расматривается неявная раз
ностная схема и доказываются условия, при которых решение разностной схемы «допускает» 
разрушение решения. Определим множества 

	 1= { = ( , ..., ) | 0 , = 1, },mx x x x l mα αΩ ≤ ≤ α

	 1= { = ( , ..., ) | 0 < < , = 1, }, = / .mx x x x l mα αΩ α ∂Ω Ω Ω

В области Ω  введем сетку 
	 = , = , = / , = {0},h h h h hτ τ τ τω ω ×ω ω ω ×ω γ ω ω ω ω ∪
где
	 1 0 0= { | = , > 0, = 0, 1, = },n n n n n Nt t t n N t Tτ +ω + τ τ −

	 ( ){ }( )( ) ( )1
1= = , ..., | = , = 0, , = 1, ,ii imh i mx x x x i h i N mα

α α α α αω α

	 ( ){ }( )( ) ( )1
1= = , ..., | = , = 1, 1, = 1, ,ii imh i mx x x x i h i N mα

α α α α αω − α

	 ( ){ }( )( )0 ( )1
1= = , ..., | , = 0 ,ii imi mx x x x x α

α αγ ∈ω

	 ( ){ }( )( ) ( )1
1= = , ..., | , = ( 1) ,iiN imi mx x x x x N hα

α α α αγ ∈ω −

с постоянными шагами по пространству 1 2, ,..., mh h h  и шагом по времени .nτ  Введем меру сетки 

=1
.

m
hmes lα

α
ω = ∏

Рассмотрим разностную схему, которая аппроксимирует задачу (1), (7), (8) 

	 1
=1

ˆ ˆ( ) = ( ) ( ) ( ), ( , ) ,
m

t n hg y A y k t f y x tα + τ
α

+ ∈ω ×ω∑ 	 (9)

	

02 ( ), ;

( ) ( ) , ; = 1, ..., ,

2 ( ), ;

x

x hx

N
x

D y x
h

A y D y x m

D y x
h

α

α α

α

α
α

α

α
α


∈γ

= ∈ω α

− ∈γ


	 (10)

	 0
0= ( ), ,hy y x x∈ω 	 (11)

где 
	 2( ) = ( ) .D u p u u

Т е о р е м а 5. Предположим, что следующие условия выполнены:
1. Функция 

	 1 1( ) = h
h

v mes f g v
mes

−  
ϕ ω   ω  

выпуклая.
2. Существует 1 < ,T ∞  которая удовлетворяет уравнению 

	
1

00

= ( ) ,
( )

T

v

dw k t dt
w

∞

ϕ∫ ∫
где 

	 0 0= ( ),
h

v sg y
ω
∑  

=1
= ,

m
s hα

α
∏
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Тогда решение задачи (9)–(11) «допускает» разрушения решения, т. е. существует такая 
последовательность 1 =1{ | } ,n n n n nt t t ∞

−= + τ  что

	 = ,maxlim n

n h
y

→∞ ω
∞

и кроме того 1= .lim n hb
n

t T T
→∞

≤

Д о к а з а т е л ь с т в о. Просуммируем уравнение (9) на hω  

	 1 1
1

=1
( ) = ( ) ( ) ( ), 0, ..., 1.

m n n
t n

h h h
g y A y k t f y n N+ +

α +
ω ω α ω

+ = −∑ ∑∑ ∑ 	

Используя уравнения (10) получим 

	 1
1( ) = ( ) ( ), 0, ..., 1.n

t n
h h
g y k t f y n N+

+
ω ω

= −∑ ∑ 	 (12)

Умножая (12) на 
=1

= ,
m

s hα
α
∏  имеем 

	 1 1
1( ) = ( ) ( ( ( ))), 0,..., 1.n

t n h
hh h

ss g y k t mes f g g y n N
mes

− +
+

ω ω
ω = −

ω
∑ ∑

Пусть = ( )
h

v sg y
ω
∑  и применяя неравенство Йенсена к этому уравнению, получаем следующую 

задачу: 
	 1

1( ) ( ), 0, ..., 1,n
t nv k t v n N+

+≥ ϕ = − 	

 	 0 0= ( ).
h

v sg y
ω
∑ 	

Из теоремы 4 следует неравенство 

	 ( ), 0, ..., 1.n
nv w t n N≥ = − 	

Поскольку выполнено условие 2 теоремы, то 
1

( ) = .lim
t T

w t
→

∞  Тогда из утверждения 2 следует, 
что задача (9)–(11) «допускает» разрушение решения, т. е. существует такая последовательность 

1 =1{ | } ,n n n n nt t t ∞
−= + τ  что

	 = ,lim n

n
v

→∞
∞ 	

кроме того, 1= .lim n hb
n

t T T
→∞

≤  Следовательно, 

	 = = ( ) ( ) = .max maxlim lim lim limn n n n
h h

n n n nh hh
v sg y mes g y mes g y

→∞ →∞ →∞ →∞ω ωω

 
∞ ≤ ω ω  

 
∑ 	

 Так как функция ( )g u  непрерывно возрастающая, верно следующее равенство 

	 = .maxlim n

n h
y

→∞ ω
∞ 	
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