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Аннотация. Впервые строятся и исследуются компактные и монотонные разностные схемы 4-го порядка точ-
ности, сохраняющие свойство консервативности (дивергентности), для квазилинейного стационарного уравнения 
реакции–диффузии. Для линеаризации нелинейной разностной схемы используется итерационный метод типа 
Ньютона–Зейделя, также сохраняющий идею консервативности и монотонности (s + 1)-й итерации. Основная идея 
реализации предложенной разностной схемы на трехточечном шаблоне методом прогонки основана на возможности 
распараллеливания вычислительного процесса. Сначала решение находится в четных узлах, а затем в нечетных. 
При этом все уравнения остаются трехточечными относительно неизвестной функции. Возникающие проблемы на-
хож дения дополнительных граничных условий в приграничных узлах решаются при помощи интерполяционного 
многочлена Ньютона 4-го порядка точности. Приведенные результаты вычислительного эксперимента иллюстри-
руют эффективность предложенного алгоритма. Указывается также возможность обобщения данного метода на 
более сложные задачи. 
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CONSERVATIVE COMPACT AND MONOTONE FOURTH ORDER DIFFERENCE SCHEMES  
FOR QUASILINEAR EQUATIONS

Abstract. In this work, for the first time, compact and monotone difference schemes of the 4th order of accuracy are 
constructed and studied, preserving the property of conservation (divergence), for a quasilinear stationary reaction-diffusion 
equation. To linearize the nonlinear difference scheme, an iterative method of the Newton-Seidel type is used, which also 
preserves the idea of conservation and monotonicity of the iteration. The main idea of implementing the proposed difference 
scheme on a three-point stencil of the sweep method is based on the possibility of parallelizing the computational process. 
First, the solution is at the even nodes, and then at the odd ones. In this case, all equations remain three-point with respect to 
the unknown function. The arising problems of finding additional boundary conditions at the boundary nodes are solved us-
ing the Newton interpolation polynomial of the 4th order of accuracy. The presented results of the computational experiment 
illustrate the effectiveness of the proposed algorithm. The possibility of generalizing this method to more difficult problems 
is also indicated.
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Введение. Одной из основных задач вычислительной математики является построение  
и исследование разностных схем повышенного порядка точности, аппроксимирующих урав не ния 
математической физики. Среди таких методов большую популярность получили так называемые 
компактные разностные схемы, которые записываются на минимальных для данного уравнения 
шаблонах [1]. Это позволяет без увеличения каких-либо вычислительных затрат существенно 
увеличить точность разностных схем и тем самым значительно сократить время решения 
прикладной задачи на ЭВМ. Такие методы до недавнего времени были разработаны для линей-
ных уравнений математической физики как с постоянными, так и переменными коэффициентами. 
Что касается квазилинейных уравнений, то компактные алгоритмы для уравнения быстрой 
диффузии и обобщенного уравнения Фишера были предложены в [2; 3]. Компактные разностные 
схемы для уравнения диффузии с линейным оператором Lu = (k(x)u′)′ впервые получены  
в работе А. А. Самарского [4], которые основаны на использовании шаблонного функционала, 
аппроксимирующего коэффициент k(x) в трех последовательных точках xi–1, xi–1/2, xi. Недостатком 
данного подхода является невозможность обобщения на случай квазилинейных уравнений  
с нелинейным оператором Lu = (k(x, u)u′)′. 

В настоящей работе впервые строятся и исследуются компактные и монотонные разност-
ные схемы 4-го порядка точности, сохраняющие свойство консервативности (дивергентности), 
для квазилинейного стационарного уравнения реакции–диффузии. Следует отметить, что раз-
ностная схема должна отражать основные свойства непрерывной среды. Поэтому естественно 
требовать, чтобы в схеме прежде всего выполнялись разностные аналоги основных законов со-
хранения, справедливых для исходной непрерывной математической модели. Разностные схемы, 
обладающие этим свойством, называются консервативными. 

На важность требования консервативности схемы обратили внимание в начале 1950-х годов 
А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [5]. Ими был предложен интегро-интерполяционный метод для 
конструирования консервативных разностных схем и построен пример, когда неконсервативная 
схема, обеспечивающая второй порядок сходимости в классе достаточно гладких коэффициен-
тов, расходится в классе разрывных коэффициентов [6]. Итак, сохранение свойств консерватив-
ности является необходимым условием сходимости разностного решения к точному решению 
дифференциальной задачи в классе обобщенных решений.

Для линеаризации предложенной в работе разностной схемы используется итерационный 
метод типа Ньютона–Зейделя, также сохраняющий идею консервативности и монотонности 
(s + 1)-й итерации [7]. Основная идея реализации предложенной разностной схемы на трехточеч-
ном шаблоне методом прогонки основана на возможности распараллеливания вычислительного 
процесса. Сначала решение находится в четных узлах, а затем в нечетных. При этом все разност-
ные уравнения остаются трехточечными относительно неизвестной функции. Возникающие 
проблемы нахождения дополнительных граничных условий в приграничных узлах решаются 
при помощи интерполяционного многочлена Ньютона 4-го порядка точности. Приведенные ре-
зультаты вычислительного эксперимента иллюстрируют эффективность предложенного алго-
ритма. Указывается также возможность обобщения данного метода на более сложные задачи.

Консервативные схемы для стационарного уравнения с переменными коэффициентами. 
Рассмотрим дифференциальную задачу для простейшего уравнения реакции–диффузии

 Lu – q(x)u = –f (x), 0 < x < l, (1)

 u(0) = µ1, u(l) = µ2, (2)

в которой 

 Lu = (ku′)′, k = k(x), 0 < k1 ≤ k(x) ≤ k2, 0 < q1 ≤ q(x) ≤ q2. 
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Разностная схема четвертого порядка точности на трехточечном шаблоне построена в осно-
вополагающей работе А. А. Самарского [4]
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Здесь используются стандартные обозначения теории разностных схем [7; 8]:
0{ , 0,1,..., , } { 0, }h i h Nx x i N hN l x x lω = = = = = ω ∪ = =  – разностная сетка узлов с постоянным 

шагом h. 
Введем скалярное произведение и нормы:
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Консервативные схемы для квазилинейных уравнений. Рассмотрим дифференциальную 
задачу (1), (2) с нелинейным эллиптическим оператором 

 Lu = (k(x, u)u′)′, (5)

в которой 
 0 < k3 ≤ k(x, u) ≤ k4, для всех x ∈ [0, l], u ∈ R. 

В этом случае для ее численного решения уже нельзя воспользоваться разностной схемой 
(3), (4), так как шаблонный функционал ai будет содержать значение коэффициента k(xi–1/2, yi–1/2)  
в нерасчетной точке xi–1/2 = xi – 0,5h. Напишем консервативную схему четвертого порядка  
аппроксимации с использованием только целых узлов
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Погрешность аппроксимации. Невязка разностной схемы на точном решении имеет вид
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Л е м м а. Пусть u(x) ∈ C6[0, l]. Тогда для сеточной функции ψ имеет место оценка

 4
1 ,C c hψ ≤  

ck > 0, k = 1, 2, …, положительные постоянные, не зависящие от h.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя разложение функции в ряд Тейлора [4, c. 834; 9], находим 

представление
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Монотонность. Запишем разностную схему (6), (4) в каноническом виде 

 Aiyi–2 – Ciyi + Biyi+2 = –Fi, i = 2, …, N – 2, 

 y0 = µ1, yN = µ2, 
в которой
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В соответствии с [7] разностная схема (6), (4) будет монотонной, если выполнены условия 
принципа максимума

 Ai > 0, Bi > 0, Di = Ci – Ai – Bi ≥ 0, 

т. е. при
 h2 ≤ 3k3 / q2. (7)

С л е д с т в и е [10]. Пусть выполнено условие (7). Тогда разностное решение yi неотрицательно, 
и для ее решения имеет место априорная оценка

 
1 2

1

1max , , .C Cy
q

 
≤ µ µ ϕ 

 

 Реализация схемы. Для реализации схемы (6), (4) будем использовать итерационный про-
цесс, предложенный А. А. Самарским [7],
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 (8)

Опишем процесс реализации предложенной разностной схемы четвертого порядка аппрок-
симации. Всегда предполагаем, что N четное. Запишем разностное уравнение (8) в индексной 
форме только для четных индексов i:
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Пусть известно решение на s-й итерации. Найдем решение на (s + 1)-й итерации, где s = 0, 1, …
Система разностных уравнений (9), (10) записывается в каноническом виде формул прогонки 

по четным узлам

 
1 1 1

2 2 , 2, 4, ..., 2,
s s s s s s s

i i iii i iA y C y B y F i N
+ + +

− +− + = − = −  (11)

с коэффициентами
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Начальное приближение определяется следующим образом: 
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где ηi – начальное приближение для внутренних узлов.

Для вычисления ,
s s

i iα β  имеем рекуррентные формулы [7]
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Решение находим по формуле правой прогонки
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Таким образом, находим значение функции 
1s

iy
+

 на (s + 1)-й итерации для всех четных i =  0, 2, 

…, N независимо от значений функции 
1s

iy
+

 в нечетных узлах i = 1, 3, …, N – 1. 

Далее, находим значение функции 
1s

iy
+

 на (s + 1)-й итерации для нечетных i = 3, 5, …, N – 3. 
Перепишем разностное уравнение (8) для нечетных i, т. е.
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Канонический вид и коэффициенты Ai, Bi, Ci, Fi определяются аналогично (11), (12).
Так как значение функции в точках y1, yN–1 неизвестны, то для их нахождения применяем 

первый и второй интерполяционный многочлен Ньютона соответственно [11], т. е.
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Здесь используется первый и второй интерполяционный многочлен Ньютона четвертого по-
рядка точности.

Преобразуем приграничные значения (16), (17) к виду 
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N – 3, α3 = 0, β3 = y1. Решение находим по формуле (15), при i = N – 3, N – 5, …, 3.
Объединяя найденные значения, получим решение во всех внутренних узлах 

1
, 1, 1.

s

iy i N
+

= −
Итерационный процесс заканчивается, если при некотором s = S абсолютная ошибка 

1S S

C
y y
+
− ≤ ε  меньше некоторого заданного числа.

Численные расчеты. В данном разделе приводятся результаты вычислительного экспери-
мента, полученные при помощи разностной схемы (8), аппроксимирующей краевую задачу (1), 
(2), (5). Входные данные при
 k(u) = u2, q(x) = e–x

определяются из точного решения 
 u(x) = ex(x + 1)2 
при l = 1.

При расчете по итерационной схеме потребуем выполнения условия 

 

1
7

0
max 10 ,

s s

i ii N
y y
+

−

≤ ≤
− ≤ ε =  

0
1, 2, 2.iy i N= = −

Исходя из значений разности z = y – u на двух последовательных сетках с шагами h и 2h 
соответственно, порядок сходимости разностной схемы p вычислялся по формуле [12]
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В таблице отражена скорость сходимости приближенного решения к точному.

Скорость сходимости в нормах C и L2
Convergence rate in norms C and L2

h 2Lz 2Lp s-число итераций

h = 1/10 0,00811 – 0,00400 – 26
h = 1/20 0,00037 4,4541 0,00019 4,3309 28
h = 1/40 1,92 · 10–5 4,2683 1,09 · 10–5 4,1890 28
h = 1/80 1,26 · 10–6 3,9281 6,37 · 10–7 4,0988 29
h = 1/160 8,09 · 10–8 3,9630 3,84 · 10–8 4,0541 32
h = 1/320 5,12 · 10–9 3,9592 2,22 · 10–9 4,1080 30

З а м е ч а н и е 1. Полученные выше результаты можно обобщить на начально-краевую 
задачу для уравнения реакции–диффузии

 
( , ) ( , ) ( , ), 0 , 0 .u uk x u q x t u f x t x l t T

t x x
∂ ∂ ∂ = − + < < < ≤ ∂ ∂ ∂ 

Введем пространственно-временную сетку узлов {( , ) [0, ] [0, ]},h i nx t l Tτω = ω ×ω = ∈ ×  где

 0 0{ , 0 , / }, {0}.nt n n N T Nτ τ τω = = τ ≤ ≤ τ = ω = ω ∪

Соответствующая консервативная разностная схема порядка O(h4 + τλ), λ = 1, 2, имеет сле- 
дующий вид:

 
1 1

, ,
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ) ) ( ((1 ) ) ) ( ) (1 )( ), 2, 2,t

x x i x x i
y a y a y q y q y i N= σ + −σ + γ ϕ − + − γ ϕ − = −

   

 0 1 2( , 0) ( ), , (0, ) ( ), ( , ) ( ), ,hy x u x x y t t y l t t t τ= ∈ω = µ = µ ∈ω

 
1 1

1 1
ˆ ˆ, , 6( 4 ) , 1 / ,n

t i i i i i i
y yy y y a p p p p k+ −

− +
−

= = = + + =
τ

 

2 2

1 ( ( ) ) , ( ( ) ) ,
3 3x x x x

h hq y qy a pqy f a pf= + ϕ = +
   

 
З а м е ч а н и е 2. Полученные результаты естественным образом обобщаются также на 

многомерное уравнение реакции–диффузии. Подробному исследованию данного вопроса будет 
посвящена отдельная работа. 
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