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ОБ АБЕЛЕВЫХ УНИТАРНЫХ ИНВОЛЮЦИЯХ  
СКРЕЩЕННЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

Аннотация. В теории линейных алгебраических групп классических типов важную роль играют специальные 
унитарные группы некоммутативных инволютивных скрещенных произведений с делением. Описание строения 
этих групп в значительной мере зависит от типа инволюции этих произведений. Рассматривается класс абелевых 
инволюций инволютивных скрещенных произведений и устанавливается критерий их существования при условии 
наличия в этих произведениях унитарных базисов (относительно этих инволюций). 
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ON ABELIAN UNITARY INVOLUTIONS OF CROSSED PRODUCTS

Abstract. In the theory of classical linear algebraic groups, of importance are special unitary groups of non-commuted 
involution crossed products with division. The description of these groups largely depends on the involution type of these 
products. The class of Abelian involution crossed products is considered and the criterion for their existence is set provided 
that unitary bases (with respect to these involutions) are present in these products.
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Введение. Пусть K – поле. Все рассматриваемые ниже K-алгебры конечномерны и централь-
ны над K. В теории линейных полупростых алгебраических групп важное место занимают 
унитарные группы U(D, τ) алгебр с делением D, обладающих унитарными инволюциями τ 
(«унитарными» означает, что ограничение τ на центре K алгебры D не является тождественным): 

( , ) { 1}.U D d D d dττ = ∈ =  Специальные унитарные группы SU(D, τ) возникают как подгруппы 
унитарных групп U(D, τ), элементы которых имеют приведенные нормы, равные 1. Ясно, что 
коммутанты [U(D, τ), U(D, τ)] – подгруппы групп SU(D, τ). Во многих случаях эти подгруппы не 
совпадают [1–3], что приводит к возникновению групп SUKan(D, τ) = SU(D, τ) / [U(D, τ), U(D, τ)], 
иногда называемых (по аналогии с изотропным случаем) приведенными унитарными груп- 
пами Уайтхеда. Ключевую роль при вычислении этих групп играют унитарные инволюции 
скрещенных произведений специального вида, определение которых таково.

Пусть K – бесконечное поле, L / K – конечное расширение Галуа степени n, G – его группа Галуа 
и *:f G G L× →  – 2-коцикл G со значениями в L*. Как обычно, через (L / K, G, f ) обозначается 
скрещенное произведение расширения L / K и группы G (т. е. центральная K-алгебра с L-базисом 
{ }s s Gu ∈  таким, что ( , ),s t stu u u f s t=  где s, t ∈ G и 1 s

s su lu l− =  для произвольного l ∈ L). Часто 
L-базис {u1, …, un} называют стандартным [4].

Пусть K – квадратичное сеперабельное расширение поля k и N / k – расширение Галуа. 
Напомним определение G-инволюций.
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О п р е д е л е н и е. Пусть D – скрещенное произведение, D = (L / K, G, f ), где .kL N K= ⊗  
Предположим, что D обладает унитарной инволюцией τ такой, что k – поле τ-инвариантных 
элементов в K. Такие инволюции будут называться G-инволюциями, если | idN Nτ =  (обозна- 
чение τL). Если группа G циклична, абелева, нильпотентна, разрешима, то τL называется, со- 
ответственно, циклической, абелевой, нильпотентной, разрешимой.

З а м е ч а н и е. Понятно, что за обозначением τL скрывается целый класс инволюций алгеб- 
ры D, действующих на L так же, как и τ, который мы будем обозначать через [τL ]. 

Основной результат. Среди G-инволюций τL обычно выделяется важный подкласс инволюций 
обладающих стандартным L-базисом u1, …, un таким, что 1,L

iiu uτ =  который обычно называют 
унитарным стандартным (или просто унитарным). Изучению случая циклических расширений 
L / K была посвящена статья [5]. Не все абелевы инволюции [τL] обладают стандартным 
унитарным базисом [6]. Поэтому естественно возникает вопрос, существует ли среди инволюций 
множество инволюций с унитарными базисами (хотя бы одна). Основной результат настоящего 
сообщения описывает критерий существования абелевых инволюций с такими базисами. Пред-
варим его изложение дополнительными определениями и соглашениями.

Пусть K / k – сепарабельное квадратичное расширение бесконечного поля k и L = L1 × … × Lr – 
прямой композит циклических расширений Li поля k, линейно разделенный над k, с полем K  
и с группами Галуа .i〈σ 〉  Положим ( ),i j i jM L K≠= Π  1 .i r≤ ≤  Пусть также .ˆ id ii i k Mσ = σ ⊗

Предположим, что D – некоммутативная K-алгебра с делением и унитарной K / k -инволю-
цией τ такая, что LK – максимальное подполе в D, а L является полем τ-инвариантных элементов 
в LK. Тогда D можно представить как скрещенное произведение LK / K с группой, порожденной 
элементами 1,2, , ,{ }i i r= …Γ  где ( )i D iC MΓ ∈  такие, что ( ( ))i iM D ii Aut C MΓ ∈ , причем .ˆ|i iL K iiΓ = σ

Заметим, что ( ) ( )D i D iC M C Mτ =  и LiMi = LK. Нам потребуется следующая

Л е м м а. i i LτΓ Γ ∈  (скажем, 1 ,i i ilτ −Γ = Γ  li ∈ L), 1 ,i r≤ ≤  и для произвольного τ-инвариантного 
элемента a ∈ LK:

 ( ) ( ) .i i i ia aτ τΓ Γ = Γ Γ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Li = k(xi) / k. Тогда LiMi = LK = Mi(xi) и ( ) ( )ˆ ˆ( | ) ( | ).D i D iC M i i C Mτ σ = σ τ  
Поскольку ˆ1 ( ) i

i i i ix x− σΓ Γ =  и ,i ix xτ =  то 
  1 .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i

i i i i i i i i ix x x x x− τ τ τ −τ σ τ τσ σΓ Γ = Γ Γ = = =
Объединяя последнее с предыдущим, получаем, что 1 ,i i i i i ix x− τ −τΓ Γ = Γ Γ  что влечет 1 .i ii il x l x− =  

Поскольку xi – примитивный элемент расширения LiMi / Mi, которое максимально в CD(Mi), 
то li ∈ LiMi = LK. Но элемент i i

τΓ Γ  τ-инвариантен, и потому ( ) .i i il LK Lτ
τΓ Γ = ∈ =  Далее, для 

произвольного τ-инвариантного элемента a ∈ LK ввиду первой части леммы имеем ali = lia, что 
завершает доказательство леммы.

Следующее утверждение является основным.
Т е о р е м а. В предыдущих обозначениях пусть D – центральная K-алгебра с делением 

такая, как и выше. В частности, D обладает инволюцией τ = τLK (1 i r≤ ≤ ). Тогда в классе [τLK] 
существует абелева инволюция τia, a ∈ L, с унитарным LK-базисом в том и только в том случае, 
когда существуют элементы a1, …, ar ∈ LK такие, что выполнены условия

 
1ˆ 1

(
1

/ ) ( ).i i LK LK ia a l N a
−

τ
− −−σ =  (*)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду леммы ali = lia. Обозначим через Ai, Bi левую и правую части 
i-го условия (*) и рассмотрим элемент ( ) .ai

iu τ  Тогда получим 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) .LK a LKi
i i i i i i i i i i i i i i i i iu u a u au a a aa a l a aa A Bτ − τ − τ − − τ − −= = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) .LK a LKi
i i i i i i i i i i i i i i i i iu u a u au a a aa a l a aa A Bτ − τ − τ − − τ − −= = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ  Теперь уже ясно, что ( ) 1LK ai

i iu uτ =  тогда  
и только тогда, когда 1 1.i iA B − =  В свою очередь, последнее равенство эквивалентно i-му урав- 
нению условий (*). Таким образом, для индексов 1 i r≤ ≤  выполнение условий (*) эквивалент- 
но условиям ( ) 1.LK ai

i iu uτ =  Для 1 j r≤ ≤  положим ˆ .j ju uσ =  Положим далее также для 
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1
1ˆ ˆ ˆ( ) ... ( ) r

r
α ασ = σ σ  1ˆ 1( ) ... ( ) .r

ru u uα α
σ =  Прямое вычисление показывает, что система 

ˆ ˆ ( / )( ) alG LK Kuσ σ∈  является унитарным стандартным LK-базисом инволюции τia. Теорема доказана.
В заключение заметим, что при вычислении групп 1 ( , )anSUK D τ  в случае гензелевых полей 

важную роль играет конгруэнц-теорема для групп SU(D, τ) [4, теорема 3], справедливая, на-
пример, в случае, когда так называемая редукция τ  является абелевой инволюцией специального 
вида. Это позволяет надеяться на получение в дальнейшем новых результатов по вычислению 
групп 1 ( , )anSUK D τ  в абелевом и других более общих случаях.
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