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Аннотация. Исследуются рациональные аппроксимации на отрезке [–1, 1] сингулярных интегралов вида 
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−∫  интегральными операторами, в некотором смысле связанными между собой. Пер-

вый из них – рациональный интегральный оператор Фурье–Чебышёва, ассоциированный с системой рациональных 
функций Чебышёва–Маркова. Он является естественным обобщением частичных сумм полиномиального ряда 
Фурье–Чебышёва. Второй оператор является образом первого при преобразовании исследуемым сингулярным 
интегралом. Для каждого из операторов установлено интегральное представление приближений. Изучаются аппро-
кси мации на отрезке [–1, 1] сингулярного интеграла с плотностью, имеющей степенную особенность. Для каждо-
го из операторов рассматривается случай произвольного фиксированного количества геометрически различных 
по лю сов и случай, когда полюсы представляют собой некоторые модификации «ньюменовских» параметров. 
Установлено, что классы изучаемых сингулярных интегралов отражают особенности рациональной аппроксимации 
рассматриваемыми интегральными операторами в том смысле, что при специальном выборе параметров аппрокси-
мирующих функций порядки их приближений оказываются выше соответствующих полиномиальных аналогов.

Ключевые слова: сингулярный интеграл, рациональный интегральный оператор Фурье–Чебышёва, равномер-
ная сходимость, асимптотические оценки, точные константы, «ньюменовские» параметры
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ON APPROXIMATIONS OF A SINGULAR INTEGRAL ON A SEGMENT  
BY FOURIER–CHEBYSHEV’S RATIONAL INTEGRAL OPERATORS

(Communicated by Corresponding Member Valentin V. Gorokhovik)

Abstract. Rational approximations on a segment [–1, 1] of singular integrals of the form 
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−∫   

by integral operators, in a sense related to each other are studied. The first of them is Fourier–Chebyshev’s rational integral 
operator associated with the system of Chebyshev–Markov’s rational functions. It is a natural generalization of partial sums 
of Fourier–Chebyshev’s polynomial series. The second operator is the image of the first one when transformed by a singular 
integral under study. An integral representation of approximations is established for each of the operators. Approximations on 
the segment [–1, 1] of a singular integral with a density having a power-law singularity are studied. For each of the operators, 
we consider the case of an arbitrary fixed number of geometrically different poles and the case when the poles represent some 
modifications of the “Newman” parameters. It is established that the classes of the studied singular integrals reflect the ratio-
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nal approximation features by the considered integral operators in the sense that with a special choice of parameters of ap-
proximating functions, the orders of their approximations turn out to be higher than the corresponding polynomial analogues.

Keywords: singular integral, rational Fourier–Chebyshev integral operator, uniform convergence, asymptotic estimates, 
exact constants, “Newman” parameters
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Введение. При решении различных задач математики и ее приложений встречаются сингу-
лярные интегралы с ядром типа Коши следующего вида:
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2
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( )ˆ ( ) 1 , [ 1, 1 ],f tf x t dt x
t x

+

−
= − ∈ −

−∫  (1)

понимаемые в смысле главного значения по Коши. Для существования последних достаточно, 
чтобы плотность f(t) удовлетворяла условию Липшица любого порядка [1; 2]. Хорошо известно, 
что точное значение таких интегралов, т. е. в замкнутой форме, удается получить лишь в очень 
редких частных случаях. Поэтому важное значение имеет разработка приближенных методов.

Способы получения значений сингулярных интегралов вида (1) при помощи методов числен-
ного анализа к настоящему времени хорошо известны [3–8]. 

В 1993 г. В. Н. Русак [9] предложил способ рациональной аппроксимации сингулярных 
интегралов вида (1), когда плотность f(t) принадлежит различным классам функций на отрезке. 
Эти исследования были продолжены в работах его учеников [10] и их совместных работах [11]. 
В. П. Моторный [12] исследовал поточечные приближения алгебраическими многочленами 
классов функций, которые задаются сингулярными интегралами вида (1), и получил асимпто-
тически точные оценки приближений. Вместе с тем для аппроксимации сингулярных интегралов 
вида (1) не использовались классические методы, основанные на рядах Фурье. 

В 1979 г. Е. А. Ровба [13] ввел интегральный оператор на отрезке на основании системы 
рациональных функций Чебышёва–Маркова, который является обобщением частичных сумм 
полиномиальных рядов Фурье–Чебышёва. Пусть задано произвольное множество чисел { } 1 ,n

k ka =  
где ak либо являются действительными и |ak| < 1, либо попарно комплексно-сопряженными. 
На множестве суммируемых на отрезке [–1, 1] с весом (1–x2)–1/2 функций f(t) рассмотрим ра-
циональный интегральный оператор [13]
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Оператор : ( ),n ns f A→  где ( )n A  – множество рациональных функций вида
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A – множество параметров 1( , , )na a…  и (1, ) 1.ns ⋅ ≡  В частности, если положить ak = 0,  
k = 1, 2, .., n,  то ( , )ns f x  представляет собой частичную сумму полиномиального ряда Фурье–
Чебышёва. 

;
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Рациональные интегральные операторы (2) нашли широкое применение в рациональной 
аппроксимации [14; 15]. Представляет интерес изучить приближения сингулярных интегралов 
вида (1) рациональным интегральным оператором Фурье–Чебышёва (2).

Вместе с тем на основании рационального интегрального оператора Фурье–Чебышёва (2) 
введем в рассмотрение оператор

 
1

2
1

1

( , )ˆ ( , ) 1 , ( 1,1),n
n

s f ts f x t dt x
t x+

−
= − ∈ −

−∫  (4)

где ( , )ns ⋅ ⋅  – рациональный интегральный оператор Фурье–Чебышёва (2).
Известно [9], что ˆ ( , )ns f x+  представляет собой рациональную функцию порядка не выше 

n + 1 с теми же полюсами.
В работе изучаются рациональные аппроксимации сингулярных интегралов на отрезке [–1, 1] 

вида (1) по обоим из вышеназванных направлений. Отдельной задачей, решаемой в настоящей 
работе, является исследование приближений индивидуальных сингулярных интегралов вида (1) 
в случае, когда их плотность имеет степенную особенность. Рассматриваются случаи, когда 
аппроксимирующая рациональная функция имеет произвольное фиксированное количество 
геометрически различных полюсов, и когда ее полюсы являются в некотором смысле моди фи-
кацией «ньюменовских» параметров.

1. Интегральные представления приближений. Введем следующие обозначения:

 
ˆ ˆ ˆ( , , ) ( ) ( , ), [ 1, 1 ],n nf x A f x s f x xε = − ∈ −

 [ 1,1 ]
ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ) , .n n

C
f A f x s f x n

−
ε = − ∈

Справедлива
Т е о р е м а 1. Для приближений сингулярного интеграла вида (1) рациональным интегральным 

оператором Фурье–Чебышёва (2) имеет место интегральное представление

 1 cos ( , )ˆ( , , ) (cos )sin , cos , [ 1,1], ,
2 sin

2

n
n

uf x A f d x u x nu

+π

−π

λ τ
ε = − τ τ τ = ∈ − ∈

τ −∫   (5)

где ( , )n uλ τ  из (3).
В теореме 1 положим значения параметров 0,kz =  1,2, , .k n= …  В этом случае величина 

(0)ˆ ˆ( , , ) ( , )n nf x O f xε = ε  представляет собой приближения сингулярных интегралов вида (1) 
частич ными суммами полиномиального ряда Фурье–Чебышёва.

С л е д с т в и е 1. Имеет место интегральное представление 
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τ −∫ n

n u
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Теперь займемся изучением оператора (4). Введем следующие обозначения:

 1 1ˆˆ ˆ( , , ) ( ) ( , ), [ 1,1],n nf x A f x s f x x+ +ε = − ∈ −

 
1 1

[ 1,1 ]
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C
f A f x s f x n+ +

−
ε = − ∈ ∪

Т е о р е м а 2. Для приближений сингулярного интеграла вида (1) рациональным интегральным 
оператором (4) имеет место интегральное представление
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2

1
1 cos ( , )ˆ ( , , ) (cos ) , cos , [ 1,1], 0, ,

2 sin
2

n
n n

x v uf x A f v dv x u x z nv u

π

+
−π

− λ
ε = − = ∈ − = ∈

−∫   (6)

где ( , )n v uλ  из (3).
В теореме 2 положим значения параметров 0,kz =  1, 2, , 1.k n= … −  В этом случае величина 

(0)
1 1ˆ ˆ( , , ) ( , )n nf x O f x+ +ε = ε  представляет собой приближения сингулярного интеграла вида (1) 

полиномиальным интегральным оператором, являющимся образом частичных сумм ряда Фурье–
Чебышёва при преобразовании (1).

С л е д с т в и е 2. Имеет место интегральное представление 

 

2
(0)

1

1cos ( )
1 2ˆ ( , ) (cos ) , cos , [ 1,1 ], .

2 sin
2

n

n v u
xf x f v dv x u x nv u

π

+
−π

 + − −  ε = − = ∈ − ∈
−∫ 

Исследование приближений, найденных в следствии 1 и следствии 2, представляет, на наш 
взгляд, самостоятельный интерес.

2. Приближения сингулярных интегралов с плотностью |x|s рациональным интеграль-
ным оператором Фурье–Чебышёва. В представлении (1) положим ( ) | | ,sf t t=  где (1, ) \ .s∈ +∞   
Тогда

 
1

2
2 2

0

ˆ ( ) 2 1 , [ 1,1].
s

s
tf x x t dt x

t x
= − ∈ −

−
∫  (7)

Изучим свойства приближений (5) и (6) в этом случае.
Рассмотрим приближения (5). С учетом плотности |x|s они примут вид

 

1 cos ( , )ˆ( , , ) | cos | sin , cos , [ 1,1].
2 sin

2

ns
n s

uf x A d x u xu

+π

−π

λ τ
ε = − τ τ τ = ∈ −

τ −∫

Для дальнейших рассуждений необходимо определенным образом выбрать пара мет ры ап-
проксимирующей функции. Положим 2 1n n −  и пусть 2 1n −  параметров аппроксимирующей 
рациональной функции { }2 1

1
n

k kz −
=  имеют следующий вид:

 1 2 1 1 2, , 1, 2, , 1, 0, 0, , .
2k n k k k n p
sz z z i k n z z z z p n p+ − −

 = − = α = … − = = =…= = = >  
 (8)

где [ ]⋅  обозначает целую часть от числа. Тогда
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Справедлива следующая 
Т е о р е м а 3. Для приближений сингулярного интеграла (7) рациональным интегральным 

оператором (2) при выполнении условий (8) имеет место: 
1) интегральное представление
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2) поточечная оценка
2 2 11

2 2 2
2 1 2 2 21 2 4

0

| | (1 ) (1 )ˆ| ( , , ) | sin (1 ) 2(1 )(1 ) ( ) | ( ) | ,
22 1 2 cos 2
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∫
s s

n s n ns
x s t t tf x A t x t u t dt
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1 2 cos 2

n k
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k k k
u x u

u=

− α
λ = α = =

+ α + α
∑

3) равномерно по [ 1,1]x∈ −  оценка приближений

 *
2 1 2 1ˆ ˆ| ( , , ) | | | ( , ), ,n s n sf x A x f A n− −ε ≤ ε ∈  (10)

где

 
21

* 2 2 2 1 2 2
2 1 2 21 2
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n ks s
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sf A t t t t t t dt− −
− −−

=

 π + α
ε = − + + + − χ 

− α  
∑∫

Оценки (9) и (10) являются точными. Равенство достигается при x = 0. 
Рассмотрим полиномиальный случай. В теореме 3 положим значения параметров αk = 0,  

0, 1, 2, , .k k nα = = …  Тогда (0)
2 1 2 1

ˆ ˆ( , , ) ( , )n s snf x O f x− −ε = ε представляют собой приближения сингулярных 
интегралов (7) частичными суммами полиномиального ряда Фурье–Чебышёва. 

С л е д с т в и е 3. Для величины (0)
2 1

ˆ( , )sn f x−ε  на отрезке [–1, 1] имеют место:
1) интегральное представление:

 

21
2 1 2 1(0) 2 2 2 1

2 1 1 2 2 2 2
0

( 1) ( ) ( )ˆ( , ) sin (1 ) (1 ) , / 2,
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n
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+ −− −
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− π +

ε = − + >
− +

∫

где ( )nT ⋅  – полиномы Чебышёва первого рода соответствующих степеней;
2) поточечная оценка:
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π − +

ε ≤ + + −
− +
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3) равномерно по [ 1,1]x∈ −  оценка:

 (0) (0)
2 1 2 1

ˆ ˆ| ( , ) | | | ( ), ;s sn nf x x f n− −ε ≤ ε ∈  (12)
где

 

1
(0) 2 2 2 2 1 2 2
2 1 1

0

1ˆ( ) sin (1 ) (1 ) (1 ) 2 (1 ) ;[
2

]
2

s n s
sn s

sf t t t t n t dt− − −
− −

π
ε = − + + + −∫

4) асимптотическая оценка мажоранты:

 (0)
2 1 1

( 1)ˆ( ) ~ 2 sin , 1, , .
2 2(2 )− −
π Γ −

ε > > →∞sn s
s s s sf s n n

n
Оценки (11) и (12) являются точными. Равенство достигается при x = 0. 

3. Наилучшие оценки приближений оператором Фурье–Чебышёва при специальном вы-
боре полюсов аппроксимирующей функции. Рассмотрим случай произвольного фиксиро-
ванного количества геометрически различных полюсов. Пусть , [ / 2],n p p s> =  и q – произ-
вольное натуральное число, 0 < q < n1, Aq есть множество 11 2( , , , ),nα α … α  1 1 ,n n p= − −
параметров (см. (8)) таких, что среди них ровно q различных и кратность каждого параметра 
равна m, n1 = mq. Таким образом, будем вести речь об аппроксимации рациональными функциями 
с полюсом на бесконечности порядка 2p + 2 и 2q геометрически различными полюсами в рас-
ширенной комплексной плоскости кратности m каждый.

Заметим, что приближения непрерывных функций с характерными особенностями рацио-
нальными функциями с фиксированным числом геометрически различных полюсов впервые 
рассматривались в работах К. Н. Лунгу [16; 17].
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Отметим, что в рассматриваемом нами случае для каждого значения n∈  может выбираться 
соответствующий набор параметров 1 2( , , , ),qα α … α  т. е. ( ),k k nα = α  1, 2, , .k q= …  При этом 
будем полагать, что выполняются следующие условия:
 1lim , 1, 2, , , .(1 )

m
k m k q n mq

→∞
= ∞ = … =−α

Т е о р е м а 4. Для приближений сингулярного интеграла (7) рациональным интегральным 
оператором (2) с q геометрически различными полюсами существует такой оптимальный 
набор параметров *

qA  аппроксимирующей функции, что равномерно относительно [ 1,1]x∈ −  
справедлива оценка сверху

 

12 1
*

2 1 02
lnˆ| ( , , ) | | | ( , ) , ( ), (1, ) \ ,

sq

n s q q
nf x A x c q s n n s s

n

−−

−
 

ε ≤ > ∈ +∞  
 



где 0 ( )n s  – некоторое натуральное число, не зависящее от n, но зависящее от s, 

 
12 1 2 1 2

2 1
[( 1)!]( , ) 4 sin ( 1) ,

2 2

sq q

q
s q s qc q s s s

−+ −

−

 π −
= Γ −   

 
 (13)

( )Γ ⋅  – гамма-функция Эйлера.
Интересно сравнить оценку, полученную в теореме 5, с оценкой (12) приближений сингу-

лярного интеграла (7) частичными суммами полиномиального ряда Фурье–Чебышёва. В то вре- 
мя, как в полиномиальном случае равномерно относительно x ∈ [–1, 1] обеспечивается скорость 
убывания приближений порядка O(|x| / ns–1), соответствующие рациональные приближения с 2q 
геометрически различными полюсами аппроксимирующей функции в открытой комплексной 
плоскости обеспечиваются со скоростью O(|x|(ln2q–1n / n2q)s–1). Таким образом, рациональные 
аппроксимации классов сингулярных интегралов (7) являются более выгодными в том смысле, 
что они имеют более высокие порядки малости в сравнении со своими полиномиальными 
аналогами.

Пусть AN – набор параметров 1, 1, 2, , ,k k nα = …  аппроксимирующей функции для каждого 
фиксированного 1 ,n ∈  удовлетворяющих следующим условиям:

 1
1 1e , 1, 2, , , 1 ,

1
1 ,

ck
k n

k k
k

k n n n p
−β

α β = = … = − −
+β
−

=  (14)

c – некоторая положительная постоянная, не зависящая от n. Отметим, что некоторые модифика-
ции параметров ,kβ  1,1, 2, ,k n= …  для решения задач рациональной аппроксимации были 
введены Д. Ньюменом [18]. Параметры (14) использовались нами ранее [19] при изучении прибли-
жений функции |x|s, s > 0, рациональным интегральным оператором (1). Представляет интерес 
найти наилучшую равномерную оценку сверху (10) с параметрами (14) путем оптимального для 
этой задачи выбора величины c. 

Т е о р е м а 5. Существует такой набор параметров *
NA  (см. (14)) аппроксимирующей 

функции, что для приближений сингулярного интеграла (7) на отрезке [–1, 1] рациональным 
интегральным оператором (2) справедлива оценка

 

1
* 2 22 1 01

48 | |ˆ| ( , , ) | sin ( ) e e , ( ), (1, ) \ ,
2

s n sn
s

n s N
x s sf x A c s n O n n n s s

π − π− −
−

 π  ε ≤ + > ∈ +∞
 π  



где

 
1

1
2 2( ) , .

2 (1 ) 2

s sp
sc s p

p

   Γ + − Γ        = =  Γ +  

Из теоремы 5 следует, в частности, что при (1, 2)s∈  существует такой набор параметров, что 
справедлива оценка сверху
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1

* 2
2 1 0ˆ| ( , , ) | 24 | | e , ( ).(1, 2),

s n
s

n s N ssf x A x sn n n
π −

−

−ε ≤ >∈

4. Приближения сингулярных интегралов образом рационального интегрального опе­
ра тора Фурье–Чебышёва. Выясним свойства приближений (6) в случае когда ( ) | | ,sf t t=  

(1, ) \ .s∈ +∞   Отметим, что интегральное представление (6) по существу содержится в [20]  
и получено при исследовании приближений сопряженной функции на отрезке [–1, 1] рациональ-
ными интегральными операторами Фурье–Чебышёва. Справедлива 

Т е о р е м а 6. Для приближений сингулярного интеграла (7) на отрезке [–1, 1] рациональным 
интегральным оператором (4) имеют место:

1) интегральное представление

 
2 11

23 2
2 1 2

2 40

(1 ) sin ( , , )ˆ (| | , , ) ( 1) 2 1 sin ( ) , cos ,
2 1 2 cos 2

s s
ns n s

n n
s t t x t Ax A x t dt x u

t u t

−
−

+
π − ψ

ε ⋅ = − − χ =
+ +

∫
где

 
2 2 2 2 2

2
2 2 22 2 2 2 2 2

1 1

( )( , , ) arg , ( ) , ( ) , e ;
1 1 1

n nn k k iu
n n n

k kk k

tx t A t
t t= =

ξ ω ξ ξ + α −α
ψ = ω ξ = χ = ξ =

+ ξ + α ξ −α
∏ ∏

2) поточечная оценка:

 

2 1

2 11
4 2

2 2
2 4 2 40

ˆ| (| | , , ) |

(1 ) 12 | | (1 ) sin ( ) | ( ) | ,
2 1 2 cos 2 1 2 cos 2

s
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n n
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s t tx x u t dt
t u t t u t

+

−
−

ε ⋅ ≤

 π −
≤ − + λ χ 

 + + + + 
∫

 (15)

где 

 
4

2 2 4
1

1( ) ;
1 2 cos 2

n k
n

k k k
u

u=

− α
λ =

+ α + α
∑

3) равномерно по [ 1,1]x∈ −  оценка

 2 *
2 1 2 1ˆ ˆ| (| | , , ) | | | (1 ) (| | , ), ,s s

n nx A x x A n+ +ε ⋅ ≤ − ε ⋅ ∈  (16)
где

 

21 1
* 4 2 2 1 2 1 1
2 1 2 22

10 0

1ˆ (| | , ) 2 sin (1 ) | ( ) | (1 ) | ( ) | .
2 1

n ks s s s s s
n n n

k k

sA t t t dt t t t dt− − − − −
+

=

 π + α
ε ⋅ = − χ + − χ 

− α  
∑∫ ∫

Оценки (15) и (16) являются точными. Равенство достигается при x = 0, а также на концах 
отрезка.

В теореме 6 положим значения параметров 0, 1, 2, , .k k nα = = …  Тогда величины 2ˆ (| | ,s
nε ⋅  

, )x O = (0)
2ˆ (| | , )s

n xε ⋅  и (0)
2 2ˆ ˆ(| | , ) (| | )s s

n nOε ⋅ = ε ⋅  представляют собой соответственно поточечные 
и равномерные приближения сингулярных интегралов (7) оператором, являющимся образом 
частичных сумм полиномиального ряда Фурье–Чебышёва при преобразовании (1). 

С л е д с т в и е 4. Для приближений сингулярных интегралов (7) оператором, являющимся 
образом частичных сумм полиномиального ряда Фурье–Чебышёва при преобразовании (1), 
имеют место:

1) интегральное представление:
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2) поточечная оценка:
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3) равномерно по [ 1,1]x∈ −  оценка:

 (0) (0)2
2 1 2 1ˆ ˆ| (| | , ) | | | (1 ) (| | ), ,s s

n nx x x n+ +ε ⋅ ≤ − ε ⋅ ∈
где

 

1 1
(0) 2 2 2 1 2 1 2 1
2 1 4

0 0

1ˆ (| | ) sin (1 ) (1 ) ;
22

s s n s s n s
n s

s t t dt n t t dt− + − − + −
+ −

 π
ε ⋅ = − + − 

 
∫ ∫

4) асимптотическая оценка мажоранты:

 

(0)
2 1 1

( 1)ˆ (| | ) ~ 4 sin , 1, .
2 (2 )

s
n s

s s s s n
n+ −

π Γ −
ε ⋅ > →∞

Оценки являются точными. Равенство достигается при x = 0, и на концах отрезка.
5. Наилучшие оценки приближений сингулярных интегралов образом рационального 

интегрального оператора Фурье–Чебышёва при специальном выборе полюсов. Установим 
наилучшую мажоранту в оценке (16) в случае ограничений на количество геометрически раз-
личных полюсов аппроксимирующей функции. Отметим, что в обозначениях пункта 3 насто-
ящей работы, аппроксимирующая рациональная функция будет иметь полюс на бесконечности 
порядка 2p и 2q геометрически различных полюсов в расширенной комплексной плоскости 
кратности m каждый. 

Т е о р е м а 7. Для приближений сингулярного интеграла (7) рациональным интегральным 
оператором (4) существует такой набор параметров * ,qA что равномерно по [ 1,1]x∈ −  спра-
ведлива оценка сверху

 

12 1
* 2

2 1 02
lnˆ| (| | , , ) | 2| | (1 ) ( , ) , ( ), (1, ) \ ,

sq
s

n q q
nx A x x c q s n n s s

n

−−

+
 

ε ⋅ ≤ − > ∈ +∞  
 



где ( , )c q s  из (13), 0 ( )n s  – некоторое натуральное число, не зависящее от n, но зависящее от s, 
( )Γ ⋅  – гамма-функция Эйлера.

Учитывая результаты следствия 4, из теоремы 7 делаем вывод, что классы сингулярных 
интегралов вида (7) отражают особенности рациональной аппроксимации интегральными 
операторами (4) с ограничениями на количество геометрически различных полюсов, осуществляя 
приближения в некоторой степени выше соответствующих полиномиальных аналогов.

Пусть AN – набор параметров 1, 1, 2, , ,k k nα = …  1 ,n n p= −  для каждого фиксированного 
,n∈  имеющих вид (14). Найдем наилучшую равномерную оценку приближений (16) в этом 

случае.
Т е о р е м а 8. Существует рациональный интегральный оператор (4), определяемый 

набором параметров (14), что для приближений сингулярного интеграла (7) на отрезке [–1, 1] 
справедлива оценка сверху
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где 1( )c s  определена в теореме 5.
Из теоремы 8 следует, в частности, что при (1, 2)s∈  существует такой набор параметров, что 

справедлива оценка сверху

 

1
* 2 2

2 1 0ˆ| (| | , , ) | 48 | | (1 ) e , ( ), (1,  2).
s n

s s
n Nx A x x sn n n s s

π −
−

+ε ⋅ ≤ − > ∈

З а м е ч а н и е 1. Если отказаться от требования точности оценок, то порядок стремления 
к нулю наилучших мажорант равномерных приближений может быть увеличен. Например,  
в случае приближений рациональным интегральным оператором (2) специальным выбором 
параметров в сравнении с результатами теоремы 4 и теоремы 5 возможно добиться скорости 
соответственно
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где **
qA  и **

NA  – соответствующие оценкам оптимальные наборы параметров, величины 2 ( , )c q s  
и 3( )c s  зависят только от параметров, указанных в скобках.

З а м е ч а н и е 2. Теоремы, в которых были установлены оценки равномерных приближений 
доказаны конструктивным образом. Полюсы аппроксимирующих рациональных функций в каж-
дом отдельном случае могут быть выписаны в явном виде.

З а м е ч а н и е 3. Интересно сравнить константы в оценках равномерных приближений 
для двух исследуемых методов, полученных соответственно в теоремах 4 и 7, а также 5 и 8. 
Нетрудно убедиться, что они отличаются на множитель 22(1 ).x−
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