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В работе показана связь между решением задачи получения необходимых и достаточных условий существова-
ния аналитического в окрестности начала координат первого интеграла, не зависящего от времени, для комплексной 
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Введение. Рассмотрим вещественную полиномиальную систему дифференциальных урав-
нений

 
( , ), ( , ),= + = − +

du dvv P u v u Q u v
dt dt

 (1)

где ( , ),P u v  ( , ) [ , ],Q u v u v∈  а , : ,u v → 

и комплексную полиномиальную систему

 
( , ), ( , ),= + = − +

dx dyy P x y x Q x y
dt dt

 (2)

где ( , ),P x y  ( , ) [ , ],Q x y x y∈  а , :  .x y → 

В системах (1) и (2) полиномы ( , )P z w  и ( , )Q z w  имеют вид 2( , ) ( , )== ∑n
iiP z w p z w   

и 2( , ) ( , ),m
jjQ z w q z w== ∑  где ,0( , ) ,i k i k

i k i kkp z w p z w −
−== ∑  ,0( , )  .−

−== ∑ j k j k
j k j kkq z w q z w

Для системы (1) в О(0, 0) возникает проблема различения центра и фокуса, или задача поиска 
необходимых и достаточных условий центра [1–5] .

О п р е д е л е н и е 1 [1, с . 301] . Особая точка O(0, 0) системы (1) называется центром, если 
существует некоторая окрестность O(0, 0), не содержащая других состояний равновесия, та-
кая, что все траектории, пересекающие её в какой-либо точке (кроме O(0, 0)), – замкнуты.
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М . А . Ляпуновым впервые доказано, что наличие в начале координат системы (1) центра рав-
носильно существованию у этой системы не зависящего от времени t действительного аналити-
ческого интеграла U(u, v) вида

 
2 2

3( , ) ( , ),+∞
== + +∑ kkU u v u v f u v  (3)

где ( , )kf u v  – однородные многочлены степени k, т . е . ,0( , ) −
−== ∑k i k i

k i k iif u v f u v  [1, с . 310; 2, с . 28] .
Если же O(0, 0) системы (1) не является особой точкой типа центр, то интегральные кривые 

этой системы, расположенные в достаточно малой окрестности начала координат, будут пред-
ставлять собой спирали, совершающие вокруг O(0, 0) бесконечное число оборотов [1, с . 301–310; 
2, с . 5–11] . В этом случае особая точка O(0, 0) системы (1) называется фокусом .

Один из методов, позволяющих установить наличие центра в начале координат, предполага-
ет проверку выполнения бесконечного числа достаточно сложных условий – равенства нулю фо-
кусных величин 2kG  системы (1), определяемых при построении для системы (1) формального 
ряда вида (3), для которого в силу (1) имеет место

 
2 2

22 ( )  .k
kk

dU G u v
dt

+∞
== +∑  (4)

Такой ряд построить можно всегда, при этом если зафиксировать коэффициенты 0,2 ∈kf  в по-
линомах 2 ( , ),kf u v  то фокусные величины 2kG  и оставшиеся коэффициенты многочленов ( , )kf u v  
будут определяться однозначно из соотношения (4) и будут являться полиномами с веществен-
ными коэффициентами от переменных , ,,i j i jp q  из системы (1) [2, с . 14] .

Благодаря теореме Гильберта о базисе [6, с . 104] оказалось, что в случае полиномиальных 
систем дифференциальных уравнений система бесконечного числа уравнений 

 2 0, 2, ,= = +∞kG k

эквивалентна некоторой конечной системе условий . Более того, эта конечная система условий 
может быть выписана при помощи первых фокусных величин системы (1) . Таким образом, од-
ним из основных вопросов качественной теории в рамках проблемы различения центра и фокуса 
стал вопрос о том, сколько (минимальное число minN ) первых фокусных величин должно обра-
щаться в ноль, чтобы точка O(0, 0) системы (1) являлась точкой типа центр .

Используя фокусные величины системы (1), задачу поиска необходимых и достаточных усло-
вий наличия центра в O(0, 0) для системы (1) можно сформулировать в терминах аффинных 
многообразий и полиномиальных идеалов .

Равенство нулю фокусных величин является необходимым и достаточным условием суще-
ствования центра в O(0, 0) [2, с . 11–15]. Тогда множество решений системы 2 0,=kG  2, ,k = +∞  
назовем многообразием центра системы (1) [3, с . 109; 5, с . 90] .

Ввиду того, что число коэффициентов , ,,i j i jp q  в системе (1) конечно, многообразие центра 
системы (1) является аффинным многообразием, т . е . может быть определено при помощи конеч-
ного числа порождающих его полиномов [3, с . 27; 6, с . 104] . Соответственно, если удаётся полу-
чить конечное число полиномов, не обязательно являющихся фокусными величинами, порожда-
ющих многообразие центра системы (1), то для каждой конкретной системы такого вида всегда 
можно проверить, является ли О(0, 0) особой точкой типа центр или типа фокус, т . е . решить 
проблему различения центра и фокуса без определения величины min  .N

В теории аффинных многообразий и полиномиальных идеалов разработан мощный аппарат, 
позволяющий определять конечный базис полиномов, порождающих аффинное многообразие V, 
при условии, что ,sV k⊂  где k – алгебраически замкнутое поле, например, C . Но многообразие 
центра системы (1) является подпространством аффинного пространства Rs, так как , ,,  .i j i jp q ∈

Рассмотрим тогда систему (1) при , ,, ∈i j i jp q  и , :  .u v →   В этом случае она принимает 
вид (2) .

О п р е д е л е н и е 2 [3, с . 108] . Особая точка O(0, 0) системы (2) называется комплексным 
центром, если система (2) имеет аналитический в окрестности x = y = 0 интеграл U(x, y) вида 
(3), где ( , )kf x y  – однородные многочлены степени k с комплексными коэффициентами.
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Понятие комплексного центра для системы (2), где , : ,x y →   определяется аналогично . 
Кроме того, так как система (2) автономная и (3) зависит от переменной времени t неявно, то не-
обходимые и достаточные условия наличия комплексного центра в О(0, 0) для такой системы и 
для системы (2), где , : ,x y →   будут совпадать .

Отметим, что равенство нулю фокусных величин системы (2) (определим их так же, как фо-
кусные величины для системы (1)) обеспечивает наличие не только формального, но и аналити-
ческого комплексного интеграла вида (3) в окрестности O(0, 0), что следует из теорем 2–4, раз-
мещённых в основной части сообщения и доказанных в [4, с . 39–51] . 

Следуя определению многообразия центра системы (1), аналогичным образом введём поня-
тие многообразия комплексного центра системы (2) .

Тогда для системы (2) можно сформулировать следующую задачу: найти многообразие ком-
плексного центра, т . е . определить необходимые и достаточные условия существования аналити-
ческого в окрестности начала координат первого интеграла, не зависящего от времени [3, с . 108–
113; 4, с . 39–57] .

Возникает вопрос о наличии и характере связи между многообразием центра системы (1)  
и многообразием комплексного центра системы (2), ответ на который будет указан в данном со-
общении .

Основная часть. Рассмотрим системы (1) и (2), содержащие s произвольных параметров 
, ,, ,i j i jp q  где (( 4)( 1) ( 4)( 1)) / 2 .s n n m m≤ + − + + −  Введём h – вектор с координатами , ,,  .i j i jp q  

Используя фокусные величины 2kG  системы (1) (системы (2)), введём следующие определения:
О п р е д е л е н и е 3 [3, с . 109] . Многообразием центра системы (1) и многообразием ком-

плексного центра системы (2) назовём множества

 real 2{ : ( ) 0, 2, },s
kV h G h k= ∈ = ∀ = +∞

 complex 2{ : ( ) 0, 2, }s
kV h G h k= ∈ = ∀ = +∞

соответственно. 
Ответ на вопрос о наличии и характере связи между многообразием центра системы (1)  

и многообразием комплексного центра системы (2) даёт теорема 1 .
Т е о р е м а 1 . Пусть realV  – многообразие центра системы (1), содержащей s параметров,  

а complexV  – многообразие комплексного центра системы (2), содержащей те же s параметров. 
Тогда 

 real complex{ : } .sV h h V= ∈ ∈

Докажем справедливость включений real complex{ : }sV h h V⊂ ∈ ∈  и complex real{ : }  .sh h V V∈ ∈ ⊂

Л е м м а 1 . Справедливо включение 

 real complex{ : },sV h h V⊂ ∈ ∈

где realV  и complexV  из теоремы 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем справедливость включения real complex{ : } .sV h h V⊂ ∈ ∈  

Пусть *
real .h V∈  Тогда O(0, 0) – центр системы (1) . По теореме Ляпунова система (1) имеет анали-

тический в окрестности u = v = 0 интеграл вида 

 ,2( , ) ,+∞
+ == ∑ i j

i ji jU u v f u v

где 2,0 0,2 1,1 ,1, 0, ,= = = ∈i jf f f f  сходящийся в некоторой области 2{( , ) : , } .M u v u v= ∈ < a < b

Возьмём 0 ′< a < a и 0  .′< b < b  Тогда при ( , ) ( , )u v ′ ′= a b  числовой ряд ,2 ( ) ( )i j
i ji j f+∞

+ = ′ ′a b∑  
сходится, а значит, все члены этого числового ряда ограничены, т . е . ,0 : ( ) ( )i j

i jL f L′ ′∃ > a b ≤   
( , 0,1, 2 . . .) .i j =  

Так как U(u, v) – интеграл системы (1), то U(x, y) – интеграл соответствующей комплексной 
системы (2) с вещественными коэффициентами , ,,  .i j i jp q  Ряд ,2

+∞
+ =∑ i j

i ji j f x y  сходится в области 
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2{( , ) : , },M x y x y′ ′ ′= ∈ < a < b  так как в этой области сходится ряд ,2 ,i j
i ji j f x y+∞

+ =∑  общий 

член которого не превосходит общего члена сходящегося ряда 2  .
ji

i j
x yL+∞

+ = ′ ′a b
∑

Таким образом, O(0, 0) – центр комплексной системы (2) с вещественными коэффициентами, 
откуда *

complex{ : } .sh h h V∈ ∈ ∈  Лемма доказана .
Перед тем, как перейти к доказательству обратного включения, используя замену ,= −x X  

,y Y=  преобразуем систему (2) к виду 

 2 2, ,+∞ +∞a b a b
ab ab= a+b= = a+b== − + = +∑ ∑ ∑ ∑ 

k k k kX Y A X Y Y X B X Y  (5) 

где ( , ), ( , ) .k kk kA X Y p X Y B X Y q X Ya b a b
ab aba+b= a+b=≡ − ≡ −∑ ∑

Далее вместо системы (5) будем рассматривать её аналог, где независимая переменная ,t∈  
т . е . систему вида

 2 2,  .+∞ +∞a b a b
ab ab= a+b= = a+b== − + = +

t t
∑ ∑ ∑ ∑k k k k

dx dyy A x y x B x y
d d

 (6)

З а м е ч а н и е 1 . Система (5) и система (6) имеют одни и те же условия существования 
комплексного центра.

Используя указанную выше замену (не меняя обозначения u и v), вещественную систему (1) 
также можно привести к виду

 2 2,  .+∞ +∞a b a b
ab ab= a+b= = a+b== − + = +∑ ∑ ∑ ∑ k k k ku v A u v v u B u v  (7) 

Сформулируем некоторые результаты, полученные для систем (6) и (7) в [2] и в [4] .
Рассмотрим систему (6) . Замена переменных ,= +z x iy  ,= −w x iy  = tT i  приводит (6) к виду

 2 2, ,+∞ +∞a b a b
ab ab= a+b= = a+b== + = − −∑ ∑ ∑ ∑k k k k

dz dwz a z w w b w z
dT dT

 (8)

где 

 

( ) ,
2 2

( )  .
2 2

k k

k k

z w z wa z w B iA
i

z w z wb w z B iA
i

a b
a b

ab ab aba+b= a+b=

a b
a b

ab ab aba+b= a+b=

+ −   = −    
   

+ −   = +    
   

∑ ∑

∑ ∑

У т в е р ж д е н и е 1 [2, с . 12; 4, с . 40] . Если в системе (6) , ,A Bab ab ∈  то в (8) ( , )∀ a b  
 .b aab ab=

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что многочлен ( ) ( )z w z wa b+ −  можно представить в виде

 
;

0( ) ( ) l l
llz w z w D z wa+ba b a b a+b−

=+ − = ∑
или в виде

 
;

0( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ,l l
llz w z w w z w z D w za+ba b b a b b a b a+b−

=+ − = − + − = − ∑
где ;

lDa b  – некоторые вещественные постоянные, зависящие от l, α и β .
Рассмотрим теперь полиномы a b

aba+b=∑ k a z w  и  .k b w za b
aba+b=∑  Положим  .Q B iAab ab ab= −  

Имеем

 

( )
( )

( )0

; ;
( ) ( )0 0 0 0

;
( )0 0

2 ( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( )

2 ( )  .

k k k
kk

k k k kk k k l l k k k l l
k kl ll l

k k k k k l l
k ll

a z w Q i z w z w

Q i D z w Q i D z w

Q i D z w

a b − b −b b
ab −b ba+b= b=

− b −b b − − b −b b −
−b b −b bb= = b= =

− b −b b −
−b b= b=

= − + − =

− = − =

−

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

Так как с другой стороны ;
0( ) ( ) ( 1) ,kk k k l l

llz w z w D w z−b b b −b b −
=+ − = − ∑  то
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 ( )( );
0 0 2  .k k k k k l l

k lk lb w z Q i D w za b − b −b b −
ab −b ba+b= = b==∑ ∑ ∑

Получаем

 
; ;

( ) ( ) ( ) ( )0 02 ( ) 2  .k kk k k k
k l l k k k l ll la Q i D Q i D b− b −b b − b −b b
− −b b −b b −b= b== − = =∑ ∑

Утверждение доказано .
Из доказательства теоремы 1 .8 .1 [4, с . 40] (или из рассуждений [2, с . 19–22]) следует, что для 

системы (8) существует единственная формальная замена переменных вида

 2 2( , ), ( , ),k j k j
kj kjk j k jz c z w z w w d w z z w+∞ +∞

+ = + =ξ = + = ξ h = + = h∑ ∑  (9)

где 1, 1, 0, 1, ,+ += = = +∞k k k kc d k  приводящая систему (8) к нормальной форме

 
( ) ( )1 11 ( ) , 1 ( )  .k k

k kk k
d dp q
dT dT

+∞ +∞
= =

ξ h′ ′= ξ + ξh = −h + ξh∑ ∑  (10)

Согласно определению 1 .8 .1 [4, с . 42] формальную замену (9) будем называть стандартным 
нормализующим преобразованием, а полученную при помощи этого преобразования систему 
(10) – стандартной нормальной формой системы (8) . 

Введём следующее обозначение: ,′ ′µ = −k k kp q  где ,′ ′k kp q  из (10) .
Т е о р е м а 2 [2, с . 25; 4, с . 43] . Если 0, 1, ,µ = ∀ = +∞k k  то замена (9) является аналитической 

в некоторой окрестности 0,z w= =  приводящей (8) к системе (10) с аналитическими правыми 
частями.

Т е о р е м а 3 [4, с . 47] . Система (8) имеет формальный первый интеграл в окрестности на-
чала координат тогда и только тогда, когда 0, 1,  .µ = ∀ = +∞k k

Для системы (6) рассмотрим преобразование вида

 

2

2

( , ) ( , ) ,
2

( , ) ( , )  .
2

k j
kjk j

k j
kjk j

x iy x iy x iy x iyu x c x y

x iy x iy x iy x iyv y d x y
i

+∞
+ =

+∞
+ =

ξ + − + h + − ′= = +

ξ + − − h + − ′= = +

∑

∑





 
  (11)

У т в е р ж д е н и е 2 [4, с . 50] . Если в системе (6) , ,A Bab ab ∈  то в (11) ,′kjc  .′ ∈kjd
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в системе (6) , ,A Bab ab ∈  тогда из утверждения 1 и теоремы 

1 .8 .12 [4, с . 49] следует, что в (9) выполняются условия ( , )k j∀   .=kj kjd c
Представим ( ) ( )k jx iy x iy+ −  в следующем виде:

 
;

0( ) ( ) ,k j k jk j l k j l l
llx iy x iy D i x y+ + −

=+ − = ∑
где ;k j

lD  – некоторые вещественные постоянные, зависящие от l, k и j .
Учитывая ,kj kjd c=  преобразуем u из (11):
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Преобразовывая аналогично v из (11), получаем
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Таким образом, ,  .′ ′ ∈kj kjc d  Утверждение доказано .
Т е о р е м а 4 [2, с . 23; 4, с . 50] . Формальное преобразование (11) приводит комплексную си-

стему (6) к нормальной форме

 

2 2
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∑

∑



    



    

где ,s = µk ki  ′ ′t = +k k kp q  и все ,ks  ,kt  ,kjc′  ′kjd  являются полиномами с рациональными коэффи-
циентами от переменных ,  .A Bab ab

С л е д с т в и е [4, с . 51] . Для системы (6) имеет место 

 
1

1 ,∞ +
== s

t
∑ k

kk
dH H
d

где 2 2 .H u v= + 

З а м е ч а н и е 2 . Если в (6) , ,A Bab ab ∈  тогда из теоремы 1.8.12 [4, с. 49] следует, что  
в (10) выполняются условия ∀k  .′ ′=k kp q  Тогда ( ) ( )  .k k k k k ki i p q i q q′ ′ ′ ′s = µ = − = − ∈

Вернёмся к доказательству обратного включения complex real{ : }  .sh h V V∈ ∈ ⊂

Л е м м а 2 . Справедливо включение 

 complex real{ : } ,sh h V V∈ ∈ ⊂

где realV  и complexV  из теоремы 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть теперь *∈ sh  и *

complex  .h V∈  Так как *
complex ,h V∈  то по опре-

делению 2 комплексная система (2) имеет не зависящий от времени сходящийся в некоторой об-
ласти M′ интеграл U(x, y) вида (3) . Так как * ,∈ sh  то комплексная система (2) имеет веществен-
ные коэффициенты . 

Используя замену ,= −x X  ,y Y=  приводим (2) к виду (5) . Система (5), а значит, и система (6), 
также имеют вещественные коэффициенты и сходящийся в окрестности O(0, 0) интеграл 

( , ) ( , )V x y U x y= −  вида (3) . 
Тогда из изложенного выше следует, что функция 2 2 ,H u v= +   где , u v  из (11), также будет 

аналитическим интегралом системы (6), а значит, и системы (5), причём, по утверждению 2, этот 
интеграл имеет вещественные коэффициенты, так как ,′kjc  .′ ∈kjd

Отсюда следует, что вещественная система (7), а значит, и система (1), также имеют аналити-
ческий в окрестности 0= =u v  вещественный интеграл вида (3) . Тогда по теореме Ляпунова 
O(0, 0) – центр системы (1) . Значит, *

real .h V∈  Лемма доказана .
З а м е ч а н и е 3 . Теорема 1 также справедлива, если предположить, что в системах (1) и (2) 

2( , ) ( , ),iiP z w p z w+∞
== ∑  2( , ) ( , ),jjQ z w q z w+∞

== ∑  а функции ( , ),ip z w  ( , )jq z w  – однородные мно-
гочлены степени i и j соответственно.

Используя фокусные величины 2kG  системы (2), содержащей s комплексных параметров, 
определим идеал фокусных величин 4 6 2, , . . . ., , . . . .  .G kI G G G=  

О п р е д е л е н и е 4 [3, с . 29; 6, с . 108] . Пусть 1[ , . . ., ]⊂ sI k x x  – некоторый идеал, где k – бес-
конечное поле. Положим 1 1( ) {( , . . ., ) : ( , . . ., ) 0 } .s

s sV I h h k g h h g I= ∈ = ∀ ∈
Из определения 3 получаем, что complex ( )GV V I=  [3, с . 109], причём по теореме Гильберта  

о базисе GI  конечно порождён . Допустим, что полиномы , 1, ,=ig i l  образуют некоторый конеч-
ный базис идеала ,GI  т . е . точки множества complexV  получаются как множество комплексных 



решений системы полиномиальных уравнений 0, 1, ,= =ig i l  где ig  – полиномы от переменных 
, ,,i j i jp q  из системы (2) . Тогда из теоремы 1 следует, что многообразие центра вещественной си-

стемы (1) представимо в виде

 real { : ( ) 0 1, } .s
iV h g h i l= ∈ = =

Таким образом, точки множества complexV  получаются как множество комплексных решений 
системы полиномиальных уравнений 0, 1, ,ig i l= =  а точки множества realV  получаются как 
множество вещественных решений этой же системы уравнений .

Заключение. Стоит отметить, что с увеличением числа параметров , ,,i j i jp q  в системе (1) по-
иск некоторого конечного базиса идеала фокусных величин становится весьма сложной задачей, 
поэтому при исследовании характера особой точки в таких системах имеет смысл использовать 
критерии и методы, позволяющие обойти использование фокусных величин как основного ин-
струмента при решении проблемы . 

Например, используя обобщение метода Л . А . Черкаса на случай комплексных систем Льена-
ра [7], в [8] доказано, что полученные в [9] компоненты ( )iV J  многообразия комплексного центра 

9 cubic
complexV  девятипараметрической кубической системы вида (2), приводящейся к системе Льенара, 

представляют не только достаточные, но и необходимые условия наличия комплексного центра 
в начале координат этой системы, а именно, 

25
9 cubic

complex
1

( ),i
i

V V J
=

=


 где идеалы iJ  определены конеч-

ным числом полиномов . Тогда по теореме 1 следует, что многообразие центра 9 cubic
realV  аналогич-

ной вещественной девятипараметрической системы будет полностью описываться решениями 
25 систем полиномиальных уравнений, составленных при помощи полиномов, определяющих 
идеалы  .iJ

Таким образом, доказанная в сообщении теорема 1 устанавливает наличие связи между мно-
гообразием центра системы (1) и многообразием комплексного центра системы (2), что позволяет 
определить за конечное число шагов характер особой точки O(0, 0) системы вида (1) в случае из-
вестного набора полиномов, образующих какой-либо конечный базис идеала, определяющего 
многообразие комплексного центра аналогичной комплексной системы вида (2) .
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