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Аннотация. Доказано, что при наличии у полиномов f и g общего корня w кратности s для f и кратности p для g 

разложение в ряд Тейлора для результанта ( , )( , )R R f g a b=  по переменным b (коэффициентам g) начинается со сла-

гаемого порядка s, а разложение в ряд Тейлора для ( , )( , )R R f g a b=  по переменным a (коэффициентам f ) начинается 
со слагаемого порядка p и для соответствующих слагаемых ряда Тейлора получены явные формулы. На этой базе 
доказаны идейно отличные от известных результатов утверждения, связывающие высшие производные результан-

тов и кратные общие корни.
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Abstract. In the article it is proven that once polynomials f and g possess a common root w of multiplicity s for f and 

multiplicity p for g, the Taylor series expansion for their resultant ( , )( , )R R f g a b=  in variables b (coefficients g) starts with 

the summand of order s, and the Taylor series expansion for ( , )( , )R R f g a b=  in variables a (coefficients f ) starts with the 

summand of order p; and the explicit formulas for the corresponding summands of the Taylor series are obtained. Based on 
this, a number of results linking higher derivatives of resultants and multiple common roots of polynomials, which differ in 
ideas from the well-known ones, are obtained.
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Введение. Известным математическим инструментом для обнаружения общих корней пар 
полиномов являются результанты. Для пары полиномов f и g их результант R( f, g) – функция от 
их коэффициентов (подробное определение см. в разделе 1). Нули результанта R( f, g) соответ-

ствуют наборам коэффициентов f и g таким, что f и g имеют общий корень. При этом вычисление 
этого общего корня является отдельной проблемой. Получение явных формул, выражающих 
значения общих корней полиномов через коэффициенты, до конца XX в. представляло собой 
трудную задачу, поскольку в большинстве своем требовало объемных аналитических промежу-

точных вычислений, не поддававшихся ручному счету. Относительно новым подходом в данном 
направлении является выражение значения общего единственного корня в терминах частных 
производных от результантов. Среди авторитетных работ по теории алгебраических уравнений, 
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где можно найти сведения о вычислении единственного общего простого корня двух полиномов, 
необходимо отметить монографию И. М. Гельфанда, М. М. Капранова и А. В. Зелевинского 
[1, глава 3, глава 12] (см. предложение 1 настоящего сообщения). При этом авторы [1] подчерки-

вают, что, по их мнению, наиболее прозрачное общее доказательство этих результатов достига-

ется использованием теории двойственности для проективных многообразий [1, с. 400].
В настоящем сообщении получены явные формулы для высших производных от результан-

тов многочленов, обладающих общими корнями. На этой базе доказаны идейно отличные от 
предложения 1 утверждения, связывающие высшие производные результантов и кратные общие 
корни.

1. Результанты и общие корни пар многочленов. 1.1. Результант. Здесь приведены необхо-

димые для дальнейшего изложения определения и свойства результанта. Подробности см. в [2, 
§ 54].
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 и  соответственно. Результантом многочленов f и g называется произведение

 

Многочлены f и g используются в определении результанта не симметричным образом. Оче-

видно,
 ( , ) (1) ( , ).mnR g f R f g=

Если многочлены f и g имеют хотя бы один общий корень, то значение результанта, состав-

ленного из них, равно нулю.
 Так как  то их результант R( f, g) можно предста-

вить в виде
  (1)

Известно также, что результант можно представить в виде следующего определителя, кото-

рый иногда называют формулой Сильвестра, или результантом в форме Сильвестра

 

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

( , ) .

n

n

n

m

m

m

a a a
a a a

a a a
R f g

b b b
b b b

b b b

…
…

…
=

…
…

…

     

     

 (2)

В данном определителе m строк с коэффициентами полинома f(z) и n строк с коэффициента-

ми полинома g(z). В ячейках определителя, где оставлены пустые поля, подразумеваются нули.
Формула (2) естественным образом приводит нас к рассмотрению результанта как функции 

от коэффициентов многочленов f и g, т. е. 0 0( , )( ,  ...,  ,  ,  ..., ). n mR f g a a b b  Именно в таком смысле 
мы будем понимать результант в данной работе.

1.2. Результанты и кратные общие корни многочленов. В монографии И. М. Гельфанда, 
М. М. Капранова и А. В. Зелевинского [1] доказано следующее утверждение (вытекающее из 
следствия 3.7 [1, с. 109]).

П р е д л о ж е н и е 1. Если полиномы
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имеют ровно один простой общий корень w, то тогда w можно найти явно из соотношений
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где R( f, g) – результант полиномов f(x) и g(x).
В [1] (3) и (4) получаются из интерпретации результанта в теории двойственности алгебраи-

ческих многообразий и авторы [1] подчеркивают, что, на их взгляд, это доказательство наиболее 
прозрачно (см. обсуждение [1, с. 400]).

Для выполнения соотношений (3) и (4) принципиально важно, чтобы общий корень был 
только один и чтобы он не являлся кратным для какого-то из полиномов. Здесь можно при- 
вести пример 3 2( ) ( 1) , ( ) ( 1 ,)f x x g x x= - = -  где все частные производные первого порядка 
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Описанию эффектов, возникающих в таких ситуациях, посвящен данный раздел.
Рассмотрим многочлены 0
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с (1) запишем результант R( f, g) в виде
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– значение многочлена g на i-м корне многочлена f (zi, i = 1, …, n, – корни f ).
Кроме того, опять-таки в соответствии с (1)
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– значение многочлена f на i-м корне многочлена g (yi, i = 1, …, m, – корни g).
Нашим первым наблюдением является следующее утверждение.
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где fi заданы формулой (7).
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Из леммы можем получить следующее уточнение предложения 1.

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть 0
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Для того чтобы w был единственным однократным общим корнем полиномов f и g, необходимо 
и достаточно выполнение следующих двух условий:
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При этом w удовлетворяет соотношениям (3) и (4).
Следующее утверждение описывает высшие производные результантов от многочленов, имею-

щих кратные общие корни.
Т е о р е м а 1. Пусть z
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где gi заданы формулой (5).
Если s = n, т. е. 0 ( ) ,( ) nf z a z w= -  то для r < n выполняется равенство (8) и 
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Если в теореме 1 мы заменим местами полиномы f и g, то, с учетом (6) и (7), получим следу-

ющее утверждение.
П р е д л о ж е н и е 3. Пусть 1 2 sy y y w= = = =  – корень кратности, как минимум, 

(2 )p p m≤ <  для многочлена 0
0

( ) ( 0)
m m j

j
j

g z b z b-

=
= ≠∑  (здесь yj, j = 1, …, m – корни g). Пусть w 

также является корнем многочлена 0
0

( ) ( 0).
n n i

i
i

f z a z a-

=
= ≠∑  Тогда для результанта R = R( f, g) 

имеют место следующие равенства:
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где fj заданы формулой (7).
Если p = m, т. е. 0 ( ) ,( ) mg z b z w= -  то для r < m выполняется равенство (10) и
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В качестве следствия из данных наблюдений мы можем сразу получить обобщение предло-

жения 1 на случай общих кратных корней двух многочленов.
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Т е о р е м а 2. Пусть 0
0

( ) ( 0, 0)
n n i

i n
i

f z a z a a-

=
= ≠ ≠∑  и 0

0
( ) ( 0, 0).

m m j
j m

j
g z b z b b-

=
= ≠ ≠∑  

Если многочлены f и g имеют ровно один общий корень w кратности s для f и кратности p для g, 
то тогда w удовлетворяет соотношениям
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношения (12) вытекают непосредственно из формул (9) с учетом 
того, что в рассматриваемой ситуации 
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2. Тейлоровское разложение результантов и общие корни пар полиномов. Результаты пре-

дыдущего раздела показывают, что при наличии общих корней у пар полиномов производные 
их результантов принимают довольно специальный вид. В данном разделе мы запишем эти ре-

зультаты в соответствующих терминах. 
Напомним, что для функции F: ( 1, 2, ...)p p =→  ее производная порядка s F(s) (s = 1, 2, …) – 

это s-линейная функция, задаваемая семейством частных производных 

 
1

( ) , 1, , .
s

s
s

r
i i

FF i p
z z

 ∂
↔ = … 

∂ ∂  

Если 0 0( , ), ( , , ), ( , , )n mF a b a a a b b b= … =   – функция от ( 1) ( 1)n m+ + +  переменных, то че-

рез ( )s
aF  мы обозначаем ее частную производную порядка s по переменным a и, соответственно, 

через ( )s
bF  обозначаем ее частную производную порядка s по переменным b. Положим также, 

как обычно, (0)(0) (0) .a bF F F F= = =
В этих терминах можно единообразно записать полученные в разделе 1.2 результаты (лемму, 

теорему 1 и предложение 3).
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где fj заданы формулой (7).



 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2024. Т. 68, № 4. С. 282–287 287

Если s = n, т. е. 0 ( ) ,( ) nf z a z w= -  то вместо (14) имеем 

 1( ) ( ... )
0 ![ ],nn m nm j j

bR a n w - + +=

если p = m, т. е. 0 ( ) ,( ) mg z b z w= -  то вместо (15) имеем

 1( ) ( ... )
0( 1) ![ ].mm mn n nm i i

aR b m w - + += -

Иными словами, при наличии у полиномов f и g общего корня w кратности s для f и кратно-

сти p для g разложение в ряд Тейлора для результанта ( , )( , )R R f g a b=  по переменным b (коэф-

фициентам g) начинается со слагаемого порядка s, а разложение в ряд Тейлора для ( , )( , )R R f g a b=  
по переменным a (коэффициентам f ) начинается со слагаемого порядка p и соответствующие 
слагаемые ряда Тейлора описываются явно. 
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