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ДЛИНЫ ИНТЕРВАЛОВ, НА КОТОРЫХ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ  
МОГУТ ПРИНИМАТЬ МАЛЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

(Представлено академиком Ю. С. Хариным)

Аннотация. Понятие дискриминанта многочлена второй степени позволяет легко получать информацию о его 
действительных и комплексных корнях. Дискриминант многочлена произвольной степени также является важной 
характеристикой многочлена, которая оказывается полезной во многих задачах теории диофантовых приближений. 
В 2023 г. белорусский математик Д. Бодягин решил поставленную в 1960-х годах проблему Давенпорта о диапазоне 
значений дискриминантов многочленов для случая третьей степени. В данной работе полностью решена проблема 
делимости дискриминантов многочленов третьей степени на большую степень простого числа.
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LENGTHS OF THE INTERVALS WHERE INTEGER POLYNOMIALS  
CAN ATTAIN SMALL VALUES

(Communicated by Academician Yuriy S. Kharin)

Abstract. The concept of the discriminant of a quadratic polynomial allows for easy extraction of information about its 
real and complex roots. The discriminant of a polynomial of an arbitrary degree is also an important characteristic of the 
polynomial, which proves useful in many problems in the theory of Diophantine approximation. In 2023, Belarusian 
mathematician D. Badziahin solved a problem posed by Davenport in the 1960s concerning the range of values of discriminants 
in the cubic case. The paper provides a complete solution to the problem of divisibility of discriminants by large powers of 
prime numbers in the case of cubic polynomials.
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Введение. В середине XIX в. П. Дирихле предложил метод, позволяющий получать хорошие 
приближения иррациональных чисел рациональными числами и трансцендентных чисел алге-
браическими числами.

Т е о р е м а  Д и р и х л е.  Для любого действительного числа x из интервала I = [a; b] и нату-
рального числа Q > 1 всегда можно найти целые числа p и 1 ,q Q≤ ≤  такие что верно неравенство
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1 1/ .x p q q Q− −− <  (1)

Неравенство	(1)	можно	переписать	в	виде

 
1qx p Q −− <    (2)

и	понимать	qx	–	p	как	значение	линейного	многочлена	в	точке	x.
Для	целочисленного	многочлена

 
1

1 1 0( ) ... , ,n n
n n jP x a x a x a x a a−

−= + + + + ∈

через	 deg , 0nP n a= ≠ 	будем	обозначать	степень	P(x),	а	
0

( ) max j
j n

H H P a
≤ ≤

= = 	назовем	высотой	
P(x).	С	помощью	принципа	ящиков	Дирихле	легко	доказывается	теорема	1,	обобщающая	(2)	на	
многочлены	произвольной	степени.	Далее	через	 1 1 2( ), , ...с с n с=  	будем	обозначать	величины,	за-
висящие	от	n	и	не	зависящие	от	H	и	Q. 

Т	е	о	р	е	м	а	1.	Для любых x I∈  и 2Q ≥  найдется полином P(x) из класса полиномов

 { }( ) ( ) [ ] : deg , ( ) ,n Q P t t P n H P Q= ∈ ≤ ≤�

такой что

 1( ) .nP x c H −< 	 (3)

Из	(3)	нетрудно	доказать,	что	для	любого	трансцендентного	числа	x	неравенство

 2( ) nP x c H −<   (4)

имеет	бесконечное	число	решений	в	полиномах	 ( ) [ ].P x x∈ 	Неравенство	(4)	нельзя	принципи-
ально	улучшить.	Например,	при	 1

1 2nx += 	можно	вычислить	такую	величину	 3 1( ),c x 	при	кото-
рой	для	всех	P(x)	выполняется	неравенство	 1 3( ) nP x c H −>  [1]. 

Однако	неравенство	(4)	допускает	улучшение	для	«большей	части»	 x I∈ 	в	смысле	меры	Ле-
бега	на	прямой	μ1.

Т	е	о	р	е	м	а	2.	Для любого  ε 0>  неравенство ( ) ε nP x H −<   имеет для почти всех x I∈  беско-
нечное число решений в целочисленных полиномах P(x).

Удивительно	точную	характеристику	неравенств	вида	(3),	(4)	получил	100	лет	назад	А.	Я.	Хин­
чин	[2].

Обозначим	через	 ( )xΨ 	монотонно	убывающую	функцию	положительного	аргумента	x,	а	че-
рез	 ( )n Ψ  	–	множество	 ,x I∈ 	для	которых	неравенство

 
1( ) ( )nP x H H− +< Ψ

имеет	бесконечное	число	решений	в	полиномах	P(x).
Т	е	о	р	е	м	а		Х	и	н	ч	и	н	а	[2].	Справедливы равенства

  

 

1
1 1

1
1

0,         ( ) ,
( ( ))

( ),     ( ) .

H

H

если x

I если x

∞

=
∞

=


Ψ < ∞µ Ψ = 

µ Ψ = ∞

∑

∑
  

 

(5)

В	[3;	4]	теорема	Хинчина	была	обобщена	с	многочленов	первой	степени	на	многочлены	про-
извольной	степени.	Если	 ( ) , 1,vH H v−Ψ = > 	то	ряд	сходится	и	в	этом	случае	справедливо	равен-
ство	(5).	Эта	задача	была	сформулирована	в	1932	г.	К.	Малером	и	была	названа	Проблемой	Мале-
ра.	Она	была	решена	в	1964	г.	В.	Г.	Спринджуком	[5].	В	1998–2002	гг.	аналог	теоремы	Хинчина	
был	получен	для	произвольных	кривых	и	поверхностей	[6].
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Если взять v1 = 2 и v2 = 106, то мера 1( ( ))v
n H -µ    окажется равной нулю, хотя первое из мно-

жеств 2( )v
n H -   несомненно «обильнее» второго. В этом случае для различения величин мно-

жеств используют понятие размерности Хаусдорфа dim.
Т е о р е м а  Б е й к е р а – Ш м и д т а – Б е р н и к а [3]. Обозначим через B(w) множество ,x I∈  

для которого неравенство ( ) , ,wP x H w n-< >  имеет бесконечное число решений в полиномах 
P(x). Тогда

 
1dim ( ) .
1

nB w
w
+

=
+

Основные результаты. В последние годы в связи с новыми приложениями метрической тео-
рии диофантовых приближений на многообразиях [7] вырос интерес к новым задачам в данной 
области. Определим два класса полиномов из ( )n Q :

 
1

1( , ) { ( ) ( ) : ( ) , 0 },v
n nQ v P t Q P Q v-′= ∈ α < ≤ 

 
2 2 2( , ) { ( ) ( ) : 1 ( ) , 0 1},n w

n nT Q w P t Q D P Q w n- -= ∈ ≤ < ≤ ≤ -

где D(P) – дискриминант полинома P(t) с корнями 1 2, ,..., nα α α :

 

2 2 2

1
( ) ( ) .n

n i j
i j n

D P a -

≤ < ≤
= α -α∏

Имеется немало статей, в которых получены результаты о мощности классов ( , )n Q v  и ( , ).nT Q w  
Оценка снизу

 

21
4# ( , )

nn w
nnT Q w c Q
+

+ -
>   (6)

получена для всех 0 1.w n≤ ≤ -  Оценки сверху для # ( , )n Q v  получены в [8] при w < 1,5, а оцен-
ки сверху для # ( , )nT Q w  получены при 0 0,6.w≤ <  Недавно Д. Бодягин [9; 10] доказал при лю-
бом ε 0>   и 0 (ε)Q Q>   оценку 4 5/3 ε

3# ( , ) ,wT Q w Q - +<   которая вместе с оценкой (6) дает правиль-
ный порядок # ( , )nT Q w  при n = 3. 

В данном сообщении мы предлагаем единый метод, позволяющий получать новые оценки 
сверху для 3# ( , )T Q w  и 3# ( , )Q v  не только в поле действительных, но и в поле р-адических чисел.

Пусть корни 1 2, ,..., nα α α  полинома P(t) упорядочены следующим образом:

 1 2 ... ,nα ≤ α ≤ ≤ α
и α – корень, ближайший к x. В неравенстве

 ( ) , 3,sP x Q n-< ≤   (7)

требуется найти меру множества ,x I∈  для которых выполняется (7). Без ограничения общности 
положим 1.j =

Л е м м а 1. Справедливы неравенства

 
1

1 12 ( ) ( ) ,nx P x P -′- α < α   (8)

 

1 1/
1 1 1 2 1

2
2 min ( ( ) ( ) ... ) .n j

j
j n

x P x P -

≤ ≤
′- α < α α -α ⋅ ⋅ α - α   (9)

Лемма 1 доказана в [11]. Недавно было доказано [12], что неравенства (8), (9) – точные, а имен-
но, что всегда существует j, для которого выполняется неравенство, противоположное (8), (9). 
Эти неравенства показывают, что все решения содержатся внутри интервалов ( ),Pσ  определяе-
мых (8), (9). Проведем классификацию полиномов из множеств ( ),n Q  ( , ),n Q v  ( , )nT Q w  при 
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/ 2 .Q H Q≤ ≤ 	Зададим	 1ε 0,>  	целое	 1
1[ ] 1.T −= ε + 	Для	полинома	P(x)	степени	n	и	высоты	H	опре-

делим	действительные	числа	ρj,		целые	числа	lk	и	рациональные	числа	ps	из	условий	взаимного	
расположения	корней	 1 2, , ..., ,nα α α 	упорядоченных	следующим	образом:

 1 2 1 3 1... ,nα −α ≤ α −α ≤ ≤ α −α

 

 
1

1
, 1 1.

n
s m

m s
p T l s n−

= +
= ≤ ≤ −∑

В	результате	все	полиномы	из	 ( )n Q 	делятся	на	конечное	число	классов,	зависящее	только	от	ε1 
и	n.	Обозначим	через	 ( )Pσ 	интервал,	содержащий	все	решения	 x I∈ 	неравенства	(7),	для	кото-
рых	корень	α1	является	ближайшим	корнем.	Для	доказательства	оценок	сверху	в	метрических	
теоремах	необходимо	оценить	меры	объединений

 
1

( , )
( ).

nP Q v
V P

∈
= σ





Поскольку	мера	 ( )1μ ( )Pσ  	оценена	в	лемме	1,	то	для	оценки	 1 1Vµ 	достаточно	получить	оценки	
для	количества	полиномов	с	малой	производной	и	ограниченным	дискриминантом.

Т	е	о	р	е	м	а	3.	Для любого ε 0>   при 0 (ε)Q Q>   справедливо неравенство

 
14 ε

3 1# ( , ) , 0 2.pQ v Q p− +< ≤ ≤    (10)

В	 определении	 множества	 3# ( , )T Q w 	 заменим	 ограничение	 на	 дискриминант	 на	 условие	
2( ) .w

pD P Q −<
Т	е	о	р	е	м	а	4.	Для любого ε 0>   при 0 (ε)Q Q>   выполняется неравенство

 
4 5/3 ε

3# ( , ) , 1 2.wT Q w Q w− +< ≤ ≤  

Теорема	3	усиливает	результат	в	[8],	а	теорема	4	обобщает	[9;	11]	при	1 2w≤ ≤ 	на	поле	p-ади-
ческих	чисел.

Д	о	к	а	з	а	т	е	л	ь	с	т	в	о		т	е	о	р	е	м	ы	3.	Предположим,	что	верно	неравенство,	противополож-
ное	(10):

 
14 ε

3# ( , ) .pQ v Q − +≥    (11)

Поделим	 интервал	 I	 на	 равные	 интервалы	 Ji,	 длины	
1

2 .l TQ
−− 	 Понятно,	 что	 из	 (11)	 следует	 

существование	 i,	 таких	 что	 на	 интервале	 Ji	 лежат	 не	 менее	 ki	 корней	 1 3( ), ( , ),i iP P Q vα ∈   
и	

1
1 24 ε

5 .p l T
ik c Q

−− − +>  	Используя	дискриминанты	полиномов	P(x)	как	в	 [5],	нетрудно	доказать,	
что	 1 1

1 2 10 2, .
2
pp l T p−≤ ≤ < =

Разложим	полиномы	Pi(x)	в	ряд	Тейлора	на	интервалах	Ji:

 
2 3

1 1 1 1 1 3 1
1( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) .
2i i i iP x P P x P x а x′ ′′= α + α −α + α −α + −α  

 
(12)

Так	как	 1( ) 0,iP α =  11
1 3 1 2 1 3 6( ) ( )( ) ,p

iP a c Q −′ α = α −α α −α =  
1

2 ε
1 7 ,l Tx c Q

−− +− α <     1( )iP′′ α =   
21

8 ,pc Q −=  то	(12)	можно	переписать	в	виде

 
1 1

1 2 1 21 ε 4 ε
9 5( ) , 1 .p l T p l T

i iP x c Q i k c Q
− −− − + − − +< ≤ ≤ =   (13)
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Воспользуемся принципом ящиков Дирихле. Положим

 
1

1 2 14 , [ ].m p l T m m−= − − =

Если 1 ε,m = +   то среди ki полиномов P(x) найдутся по крайней мере три полинома, у кото-
рых коэффициенты a3 полиномов 1 ( ),iP x  2 ( ),iP x  3 ( )iP x  совпадают, и следовательно, полиномы 

3 3 1( ) ( ) ( ),i i iR x P x P x= −  2 2 1( ) ( ) ( )i i iR x P x P x= −  имеют степень не более двух.
Л е м м а 2 [13]. Пусть целочисленные полиномы ( ), 1, 2,iP x i =  не имеют общих корней и на 

интервале I длины η , η 0,Q − >   удовлетворяют неравенству

 
τ

1 2max( ( ) , ( ) ) , τ 0,
x I

P x P x Q −

∈
< >  

тогда при любом δ 0>   и 0 (ε)Q Q>   выполняется неравенство

 1
τ 1 2 max(τ 1 η, 0) 2 δ.

n

k
k n

=
+ + + − < +∑  

  
(14)

Воспользуемся неравенствами (13) и (14). Получим при 1 1
1 2 11,5, , 2,

2
pp l T p n−≥ < ≤ =  что 

левая часть (14) имеет вид

 
1 1

2 2 1τ 1 2(τ 1 ) 3 3ε 4,25 3 ,l T l T p− −+ + + − = + − > − ε  

а правая часть в (14) равна 4 δ.+   При 3 0,25ε + δ <  неравенство (14) противоречиво.
При 0 1m≤ <  имеем 1

2 1 3.l T p− + >  Разложим полином P(x) в ряд на интервалах Ji длины 
1

2 .l T mQ
−− −  В этом случае неравенство (14) примет вид

 
1

2 13 6 δ,l T p m− + + < +  

что является противоречием. Если среди полиномов второй степени R(x) не найдется двух поли-
номов без общих корней, то полиномы R(x) приводимы, и их можно записать в виде

 

Найдем такое a > 0, что на всех интервалах Ji длины 
1

2
11

l Tc Q
−−  выполняется система нера-

венств

 
1

1 2 21 ε
1 1 12 2 2 13| | , | | .a p l T aa x b c Q a x b c Q

−− − − + ++ < + <    (15)

Поскольку (15) выполняется на всем интервале Ji, то существует такая точка 0 ,ix J∈  для ко-
торой выполняется система неравенств

 

1
2

1 1
2 1 2 2

1
14 0 1 1 1

1 2 16
1 1 ε

15 0 2 2 2

/ | | ,
| | .

/ | | ,

l T a

l T p l T a

c Q x b a a Q
a a c Q

c Q x b a a Q

−

− −

− − −

− − − − − +

< + <
>

< + <
 

 

 (16)

Перемножив неравенства (16), при 0 (ε)Q Q>   получаем противоречивое неравенство

 
1

2 1 21 ε 1
14 15 16 1 2, .l T pc c Q c Q p l T

−− − − −< ≥  

Для доказательства теоремы 4 проведем классификацию корней из алгебраического замыка-
ния p  поля p-адических чисел .p  Пусть для 3# ( , )T Q w  выполнено неравенство, противопо-
ложное формулировке теоремы 4. Представим цилиндр K в виде объединения цилиндров Ki  
с мерой Хаара μ2 равной 

1
2 .l TQ

−−  Пусть на одном из таких цилиндров Ji окажется не менее 
4 5/3 /2wQ − +ε  полиномов P(ω) с дискриминантами D(P), такими что 2

17( ) .w
pD P c Q −<  Разложим 
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эти полиномы на цилиндре J1 в ряд Тейлора в окрестности корня γ1 как в (13). В итоге получим 
не менее 

1
24 5/3 /2w l TQ

-- - +ε  полиномов P(ω), удовлетворяющих неравенствам

 
1 32 /4

18( ) .p p
i pP c Q - - -εω <   (17)

Применим к полиномам (17) принцип ящиков Дирихле, чтобы уменьшить степени Pi(ω) до 
второй и первой соответственно. Если среди новых полиномов окажутся полиномы Rj(ω) без об-
щих корней, то применим к ним следующую лемму.

Л е м м а 3. Пусть целочисленные полиномы ( ), 1, 2,iP iω =  не имеют в цилиндре K меры Хаара 
η , η 0,Q - >   общих корней. Пусть

 
1τ

1 2 1max( ( ) , ( ) ) , τ 0.p pK
P P Q -

ω∈
ω ω < >  

 

Тогда при любом 0δ >  и 0 ( )Q Q> ε  справедливо неравенство

 
1 1

1
τ 2 max(τ η, 0) 2 δ.

n

k
k n

=
+ - < +∑  

Для неприводимых полиномов Rj(ω) лемма 3 приводит к противоречию. Приводимые поли-
номы Rj(ω) второй степени разложим на линейные множители

 1 1 2 2( ) ( )( ).jR a b a bω = ω+ ω+

Поскольку мы можем точно оценить как сверху, так и снизу меры множеств ,pω∈  для ко-
торого верны неравенства , 0, 1, 2,iw

i i ipa b Q w i-ω+ < > =  то получим для Rj(ω) неравенства, 
аналогичные (16), которые приведут к противоречию.

Заключение. Получены точные теоремы о количестве многочленов, у которых дискрими-
нант не превосходит заданной величины и делится на заданную степень простого числа. Теоре-
мы могут использоваться при проектировании антенных устройств [7] и в криптографии [14].
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