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АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ РАДИОЛОКАЦИОННОГО СОПРОВОЖДЕНИЯ  
НЕРАЗРЕШЕННЫХ ПО КООРДИНАТАМ ЦЕЛЕЙ

Аннотация. При радиолокационном сопровождении часто возникает ситуация, когда две цели оказываются не-
разрешенными по одной или нескольким координатам. Целью работы является разработка аналитической методики 
анализа точности сопровождения неразрешенных целей с использованием методов статистической линеаризации  
и интегрирования уравнений вероятностных моментов. Первоначально решается задача анализа точности сопрово-
ждения одиночной цели, а затем – двух целей, неразрешенных по одной из координат. Предложена методика анализа 
точности радиолокационного сопровождения двух неразрешенных целей, сигналы которых находятся в пределах 
ширины дискриминационной характеристики. Нелинейный характер задачи обусловлен необходимостью учета 
формы этой дискриминационной характеристики. При разработке методики использован метод статистической ли-
неаризации нелинейных функций и метод интегрирования уравнений вероятностных моментов. Проведено матема-
тическое моделирование системы сопровождения одиночной цели и системы сопровождения двух неразрешенных 
целей. Точность методики оценивалась путем сопоставления результатов вычисления математических ожиданий  
и дисперсий ошибок сопровождения методом статистических испытаний с результатами аналитических расчетов. 
Полученные результаты можно использовать при решении таких задач, как сопровождение парной цели, сопрово-
ждение при пересечении траекторий, сопровождение в условиях уводящей помехи и др.
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Для цитирования. Артемьев, В. М. Анализ точности радиолокационного сопровождения неразрешенных по 
координатам целей / В. М. Артемьев, С. М. Костромицкий, А. О. Наумов // Докл. Нац. акад. наук Беларуси. – 2024. – 
Т. 68, № 6. – С. 504–512. https://doi.org/10.29235/1561-8323-2024-68-6-504-512

Corresponding Member Valentin M. Artemiev1,  
Corresponding Member Sergey M. Kostromitsky2, Alexander O. Naumov1

1Institute of Applied Physics of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Republic of Belarus 
2Radio Engineering Center of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Republic of Belarus

ANALYSIS OF THE ACCURACY OF RADAR TRACKING  
OF UNRESOLVED BY COORDINATES TARGETS

Abstract. During radar tracking often a situation arises when two targets are unresolved in one or more coordinates. The 
aim of this work is to develop an analytical technique for analyzing the accuracy of tracking of unresolved targets using 
methods of statistical linearization and integration of equations of probabilistic moments. Initially, the problem of analyzing 
the accuracy of tracking a single target is solved, and then the problem of tracking of two targets which are unresolved in one 
of the coordinates. A technique for analyzing the accuracy of radar tracking of two unresolved targets, the signals of which 
are within the width of the discriminatory characteristic is proposed. The nonlinear nature of the problem is caused by the 
need to take into account the form of this discriminatory characteristic. When developing the technique, the method of 
statistical linearization of nonlinear functions and the method of integrating equations of probabilistic moments were used. 
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Mathematical simulation of a single target tracking system and a tracking system for two unresolved targets was carried out. 
The accuracy of the technique was assessed by comparing the results of calculating means and variances of tracking errors 
using Monte Carlo method with the results of analytical calculations. The obtained results can be used to solve problems such 
as tracking a paired target, handling crossing trajectories, tracking in conditions of radar jamming, etc.

Keywords: radar, radar tracking, discriminatory characteristic, statistical linearization, mathematical simulation, Monte 
Carlo method
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Введение. При радиолокационном сопровождении цели возникает ситуация, когда соседняя 
цель оказывается неразрешенной по одной или нескольким координатам. Это приводит к тому, 
что в пределах ширины дискриминационной характеристики системы сопровождения появля-
ются сигналы одновременно от двух целей. Такая ситуация в дальнейшем называется сопрово-
ждением неразрешенных целей, что приводит к увеличению ошибок сопровождения выбранной 
цели. Это характерно при сопровождении группы целей [1] или уводящей помехе [2]. В первом 
случае сопровождение может продолжаться длительное время в стационарном режиме, а во вто-
ром – кратковременно. При анализе точности сопровождения необходимо учитывать динамику 
поведения системы с учетом нелинейного характера дискриминатора, в общем случае при изме-
нении разности координат целей. 

Цель работы – разработка аналитической методики анализа точности сопровождения нераз-
решенных целей с использованием методов статистической линеаризации и интегрирования 
уравнений вероятностных моментов [3]. Первоначально решается задача анализа точности со-
провождения одиночной цели [4], а затем – двух целей, неразрешенных по одной из координат. 

Точность сопровождения одиночной цели. Функциональная схема системы сопровождения 
радиолокационной станции (РЛС) изображена на рис. 1.

На рис. 1 отображены: координата цели xk в дискретные моменты времени k = 0, 1, 2, …; ˆkx   – 
оценка координаты; kx  – экстраполяция координаты на момент времени k по результатам оценок 
в предыдущие моменты времени. Дискриминатор измеряет ошибки экстраполяции k k kx xε = -   
в виде функции д д ( )kk f ε  . Здесь kд называется коэффициентом преобразования дискриминатора 
(КД), зависящим от отношения сигнала к шумам в конкретных дискриминаторах, а функция 

д ( )kf ε   – дискриминационной характеристикой (ДХ) со свойством д 0( ) / 1.kk kf ε =∂ ε ∂ε | =   Одним 
из вариантов аппроксимации ДХ может служить линейно-гауссова функция 

 

2

2
д ( ) ,

k

k kf e
ε

-
∆ε = ε   (1)

где Δ – полуширина ДХ. График этой функции приведен на рис. 2.
Дискриминатор производит измерения с ошибкой wk, которая полагается случайным процес-

сом с нулевым математическим ожиданием. В результате выходной сигнал дискриминатора 
можно представить в виде

           д д ( ) .k k kz k f w= ε +   (2)

Рис. 1. Функциональная схема системы сопровождения РЛС:  
1 – дискриминатор; 2 – сглаживающий фильтр; 3 – экстраполятор

Fig. 1. Functional diagram of the radar tracking system:  
1 – discriminator; 2 – smoothing filter; 3 – extrapolator



506 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2024, vol. 68, no. 6, рр. 504–512

Сглаживающий фильтр служит для преобразования сигнала дискриминатора в оцен ку ˆ ,kx  с уче-
том экстраполяции .kx

Нахождение алгоритма сопровождения рассматривается на основе метода наименьших ква-
дратов, позволяющего учесть нелинейные характеристики дискриминатора, со следующим ква-
дратичным критерием: 

 
2 2

дˆ ˆ ˆ( ) [ ( )] ( ) , 0 .k k k k k k kJ x z k x x x x= α - - + - < α < ∞   

Первое слагаемое согласует величину оценки с результатом измерений на выходе дискримина-
тора zk, второе – с ее экстраполированным значением ,kx  коэффициент α задает вес первого 
слагаемого. Алгоритм находится из условия минимума достаточных условий оптимальности, 
которое имеет вид

 д дˆ ˆ ˆ ˆ( ) / [ ( )] ( ) 0.k k k k k k k kJ x x k z k x x x x∂ ∂ = -α - - + - =    
Из этого уравнения получается следующий алгоритм сопровождения:

 д дˆ ( ) ,k k k k k k kx x Сz x Сk z f Сw= + = + ε +    (3)

где коэффициент усиления фильтра д
2
д

.
1

kC
k

α
=

+ α
  Структурная схема системы сопровождения 

приведена на рис. 3.

Рис. 3. Структурная схема системы сопровождения
Fig. 3. Block diagram of the tracking system

fд(εk)

Рис. 2. Линейно-гауссова дискриминационная характеристика

Fig. 2. Linear-Gaussian discrimination characteristic

εk
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Разность k k kx xε = −   является ошибкой экстраполяции, а ˆk k ke x x= −  – ошибкой сопрово-
ждения. Исходя из формул (2) и (3) получается соотношение между этими ошибками в виде не-
линейного стохастического уравнения

 д д ( ) .k k k ke Сk f Сw= ε − ε −   (4)

Пусть входной процесс задается посредством разностного линейного стохастического урав-
нения первого порядка
 1 , 0 1,k k k kx ax u v a−= + + < <  (5)

где vk есть случайное приращение координаты за один период и является гауссовым белым шу­
мом с дисперсией 2 ,vkσ  а uk – регулярная составляющая приращения. Уравнение для матема­
тического ожидания этого процесса kk xx m=  и имеет вид

 ,k kx x km am u= +  (6)

а уравнение для дисперсии 2 2( )k kk x xx m− = σ  выглядит следующим образом:

 
1

2 2 2 2.
k k vx xa

−
σ = σ + σ  (7)

При такой модели входного процесса в качестве экстраполирующей функции kx  целесо­ 
образно выбрать соотношение
 1ˆ .k kx ax −=

В этом случае ошибка экстраполяции выражается через ошибку сопровождения следующим об-
разом:
 1 1 1ˆ( ) .k k k k k k k ka x x u v ae u v− − −ε = − + + = + +  (8)

Для приближенного анализа нелинейного уравнения (4) и линейного (8) можно воспользо-
ваться методом статистической линеаризации нелинейных функций [3]. Рассмотрим нелиней-
ную функцию д ( ),kf ε   где случайная величина εk имеет плотность распределения вероятностей 
(ПРВ) ( )k kεϕ ε  с математическим ожиданием kmε  и дисперсией 2 .

kε
σ  Нелинейную зависимость 

приближенно заменяем линейной д ( )k k kf Fε ≈ ε   таким образом, чтобы второй вероятностный 
момент на выходе нелинейности совпадал с аналогичным на выходе линеаризованного соотно­
шения, что приводит к равенству

 

2 2 2
д ( ) ( ) ( ) .k kk k k k k k kf d F d

∞ ∞

ε ε
−∞ −∞

ε ϕ ε ε = ε ϕ ε ε∫ ∫  
 

Отсюда получаем следующее выражение для коэффициента статистической линеаризации:

 

1
22 2 2

д ( ) ( ) / ( ) .k k kk k k kF f d m
∞

ε ε ε
−∞

 
= ε ϕ ε ε + σ 
 
∫  

 

Поскольку функция ПРВ ( )k kεϕ ε  неизвестна, она аппроксимируется гауссовой с обозна че­
нием 2( , , ).k kkN mε εε σ  В результате коэффициент линеаризации становится функцией двух ве­
роят ностных моментов, т. е. 2( , ).k kk kF F mε ε= σ  Например, для линейно­гауссовой дискримина­
ционной характеристики (1) она имеет вид 
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В результате уравнение ошибки сопровождения (4) линеаризуется и выглядит следующим обра-
зом:

 
2 2 2

д( , ) ; ( , ) 1 ( , ).k k kk k kk k k k k ke D m Cw D m Сk F mε ε εε ε ε= σ ε - σ = - σ  

Математическое ожидание ошибки сопровождения kk ee m=  находится из уравнения

 2( , ) .k k kke km D m mε εε= σ  (10)

Уравнение для дисперсии ошибки сопровождения 2 2( )k kk e ee m- = σ  равно

 2 2 2 2 2 2( , ) .kk k k kke wD m Cε ε εσ = σ σ + σ  (11)

Исходя из уравнения (8), математическое ожидание ошибки экстраполяции 
kk mεε =  имеет вид

 1 ,k ke km am u-ε = +  (12)

а уравнение дисперсии ошибки экстраполяции 2 2( )
k kk mε εε - = σ  определяется выражением

 
1

2 2 2 2 .
k k ke va

-εσ = σ + σ  (13)

Уравнения (9)–(13) образуют замкнутую систему нелинейных уравнений, что позволяет оце-
нить математическое ожидание и дисперсию как ошибок экстраполяции, так и ошибок сопрово-
ждения с учетом коэффициента статистической линеаризации. При этом функция ПРВ ошибок 
экстраполяции аппроксимируется гауссовой функцией 2( , , ),k kkN mε εε σ  а ошибок сопровожде-
ния – функцией 2( , , ).k kk e eN e m σ  Эти уравнения позволяют оценивать точность сопровождения 
одиночной цели.

Результаты моделирования системы сопровождения одиночной цели. Цель моделирова-
ния состояла в сравнительной оценке ошибок сопровождения одиночной цели, полученных ме-
тодами статистических испытаний и статистической линеаризации для различных параметров 
системы. При статистических испытаниях использовались уравнения ошибок (4) и (8), а для  
метода статистической линеаризации – уравнения (9)–(13). Моделирование осуществлялось в ста-
ционарном режиме, а для переменных использовался относительный масштаб с единицей изме-
рения, равной полуширине дискриминационной характеристики Δ (рис. 2). Уравнения вероят-
ностных моментов входного процесса (6) и (7) в стационарном режиме имеют вид 

 2 2 2(1 ) ; (1 ) .x w xu a m a= - σ = - σ

Результаты моделирования приведены в таблицах. В табл. 1 показано влияние дисперсии 
оши бок измерений 2

wσ  на дисперсию ошибок сопровождения 2
eσ  при следующих параметрах: 

α = 1, Δ = 1, kд = 1, u = 0, 2 0.vσ =  Для сравнения с аналитическими результатами в табл. 1 приве-
дены данные статистических испытаний по 105 реализациям.

Т а б л и ц а 1. Влияние дисперсии ошибок измерений  на дисперсию ошибок сопровождения 
T a b l e 1. The impact of the variance of measurements errors  on the variance of tracking errors 

2
wσ 0,1 0,15 0,2 0,25 0,5

2
eσ  (стат. исп.) 0,0325 0,0502 0,0682 0,0884 0,207

2
eσ  0,0326 0,0498 0,0678 0,0864 0,190

Ошибка 
2 ,eσ  % 0,3 0,8 0,6 2,3 8,2
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Влияние дисперсии 2
vσ  случайной составляющей процесса изменения координаты цели на 

дисперсию ошибок сопровождения 2
eσ  показано в табл. 2 при значениях параметров: α = 1, Δ = 1, 

kд = 1, u = 0, 2 0.wσ =

Т а б л и ц а 2. Влияние дисперсии  на дисперсию ошибок сопровождения 

T a b l e 2. The impact of the variance  on the variance of tracking errors 

2
vσ 0,01 0,025 0,05 0,075 0,1

2
eσ  (стат. исп.) 0,0034 0,0099 0,0249 0,0477 0,0815

2
eσ  0,0034 0,0097 0,0235 0,0415 0,0642

Ошибка 
2 ,eσ  % 0,0 2,0 5,6 13,0 21,2

Влияние математического ожидания координат цели mx на величину математического ожи-
да ния me и дисперсии 2

eσ  ошибки сопровождения показано в табл. 3 при следующих параметрах: 
α = 1, Δ = 1, kд = 1, u = 0, 2 0,05,vσ =  2 0,2.wσ =

Т а б л и ц а 3. Влияние значений mx на математическое ожидание me и дисперсию  ошибки сопровождения

T a b l e 3. The impact of the values mx on the mean value me the variance  of tracking errors

mx 0,02 0,046 0,09 0,14 0,18

me (стат. исп.) 0,0163 0,0437 0,0907 0,141 0,202
2
eσ  (стат. исп.) 0,117 0,120 0,127 0,141 0,173

me 0,0150 0,0379 0,0782 0,123 0,175
2
eσ 0,105 0,106 0,108 0,112 0,117

Ошибка me, % 8,0 13,3 13,8 12,8 13,4

Ошибка 
2 ,eσ  % 10,3 11,7 15,0 20,6 32,4

Результаты позволяют выделить область параметров, где метод статистической линеаризации 
обеспечивает точность порядка 20 % по сравнению с результатами статистических испытаний. 

Точность сопровождения двух неразрешенных целей. Полагается, что на входе дискримина-
тора в пределах ширины ДХ имеются сигналы от двух неразрешенных по координате целей с урав-
нениями статистически независимых координат 1 1 1 1 1k k k kx ax u v-= + +  и 2 2 1 2 2 ,k k k kx ax u v-= + +  
где u1k, u2k – регулярные составляющие, а v1k, v2k – белые шумы с дисперсиями 2

1vσ  и 2
2 .vσ  

Ошибки сопровождения целей равны 1 1 ˆ ,k k ke x x= -  2 2 ˆ ,k k ke x x= -  а ошибки экстраполяции 
1 1 ,k k kx xε = -   2 2 ,k k kx xε = -   где ˆkx  – выходной процесс системы сопровождения, а kx  – экстра-

поляция координат. При линейных характеристиках антенной системы и приемника сигнал на 
выходе дискриминатора равен сумме сигналов от первой и второй целей. Параметры алгоритма 
сопровождения выбраны для первой цели, полагаемой основной. Структурная схема системы 
изображена на рис. 4, где коэффициент усиления фильтра 2

1д 1д/ (1 ),C k k= α + α   а экстраполяция 
координат 1ˆ .k kx ax -=

Исходя из этой схемы, уравнение оценки ˆkx  выглядит следующим образом:

 1 1д д 1 2д д 2ˆ ˆ [ ( ) ( )] ,k k k k kx ax С k f k f Сw-= + ε + ε +    (14)

где 1 2k k kw w w= +  – ошибка измерений, состоящая из двух слагаемых. При использовании мето-
да статистической линеаризации функции д 1( )kf ε   и д 2( )kf ε   заменяются на линейные вида 

2
д 1 1 1 1( ) ( , )k kk k kf F m ε εε ≈ ε σ   и 2

д 2 2 2 2( ) ( , ),k kk k kf F m ε εε ≈ ε σ   где коэффициенты статистической 
линеаризации зависят от вероятностных моментов ошибок экстраполяции первого и второго по-
рядков ,kik im εε =  2 2( ) ,k kik i im ε εε - = σ  1, 2.i =  
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Уравнения ошибок сопровождения принимают вид

  (15)

где 2
д ( , ),k kjk j k j jB Ck F m ε ε= σ   1 .ik ikD B= -

Уравнения ошибок экстраполяции выглядят следующим образом:

 1 , 1, 2.ik ik ik ikae u v i-ε = + + =  (16)

Уравнения (15) и (16) совместно с (9) образуют замкнутую систему стохастических разностных 
уравнений ошибок, линейных по координатам и нелинейных за счет коэффициентов статистиче-
ской линеаризации. От стохастических уравнений ошибок можно перейти к уравнениям вероят-
ностных моментов ошибок первого и второго порядков [4].

Для математических ожиданий ошибок экстраполяции 
kim ε  уравнения моментов находятся 

исходя из уравнений (16) и имеют вид

 1 .k ki ie ikm am u-ε = +  (17)

Для математических ожиданий ошибок сопровождения 
kiem  на основе (15) находятся урав-

нения

 ,k k kie ik i jk jm D m B mε ε= -  1, 2,i =  2,1.j =  (18)

Уравнения дисперсий ошибок экстраполяции 2 ,
kiεσ  исходя из (16), равны

 
1

2 2 2 2 ,
k k ki ie iva

-εσ = σ + σ  (19)

где учтено, что ошибка сопровождения 1ike -  статистически независима от vik. Уравнения дис-
персии ошибок сопровождения 2

kieσ  находятся на основе (15) и имеют вид

 
2 2 2 2 2 2 2 2 ( )( ) , 1, 2, 2,1.k kk k k kik jk ik jk ik i jk jie i j iwD B C D B m m i jε εε εσ = σ + σ + σ - ε - ε - = =  (20)

Здесь учтено, что в момент k ошибки измерений wik статистически независимы от ошибок 
экстраполяции εik. В дальнейшем при расчетах слагаемые с ковариационной функцией ошибок 
экстраполяции ( )( )k kik i jk jm mε εε - ε -  полагаем равными нулю, что при статистически неза-
висимых воздействиях x1k и x2k соответствует предположению о статистической независимости 
ошибок экстраполяции ε1k и ε2k. 

Рис. 4. Структурная схема системы сопровождения при наличии двух неразрешенных целей

Fig. 4. Block diagram of a tracking system in the presence of two unresolved targets
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Уравнения вероятностных моментов ошибок (17)–(20) совместно с функцией (9) образуют 
замкнутую систему нелинейных разностных уравнений, решение которой позволяет оценить 
математические ожидания 

kiem  и дисперсии 2
kieσ  ошибок сопровождения. 

Результаты моделирования системы сопровождения двух неразрешенных целей.  
С целью проверки работоспособности методики анализа точности системы сопровождения про-
ведено моделирование с использованием уравнений (9), (17)–(20) в стационарном режиме, с от-
носительным масштабом значений переменных, равным Δ. В качестве модели траектории вы-
браны уравнения (5)–(7) для каждой из целей. Проведено сравнение аналитических результатов 
с соответствующими результатами статистических испытаний на основе уравнения (14) по  
105 реализациям. В стационарном режиме параметры входных воздействий u1 и u2 полагались 
постоянными и исследовалось влияние разности математических ожиданий координат целей 

1 2 1 2( ) / (1 )x xm m u u aδ = - = - -  на математические ожидания iem  и дисперсии 2
ieσ  ( 1, 2i = ) со-

провождения каждой из них. Моделирование проводилось при следующих значениях параме-
тров: a = 0,9, α = 1, Δ = 1, u1 = 0, k1д = 1, k2д = 2, 2 2

1 2 0,003,v vσ = σ =  2 0,03.wσ =  В качестве перемен-
ной рассматривалась разность математических ожиданий координат целей δ = –0,2; –0,4; –0,6; 
–0,8; –1. Результаты моделирования и их сравнение с данными статистических испытаний при-
ведены в табл. 4.

Т а б л и ц а 4. Влияние разности координат целей δ на ошибки сопровождения

T a b l e 4. The impact of the difference of the targets coordinates δ on the tracking errors

δ –0,2 –0,4 –0,6 –0,8 –1
1em  (стат. исп.) −0,138 −0,280 –0,431 −0,585 –0,759
2
1eσ  (стат. исп.) 0,0240 0,0242 0,0255 0,0289 0,0366

1em −0,139 −0,281 −0,429 −0,585 −0,758
2
1eσ  0,0268 0,0266 0,0266 0,0273 0,0291

Ошибка 1 ,em  % 0,7 0,4 0,5 0,0 0,1
Ошибка 

2
1 ,eσ  % 11,7 9,9 4,3 5,5 20,5

2em  (стат. исп.) 0,0611 0,118 0,172 0,214 0,238
2
2eσ  (стат. исп,) 0,0120 0,0110 0,0098 0,0089 0,0088

2em 0,0604 0,118 0,171 0,214 0,242
2
2eσ  0,0126 0,0120 0,0114 0,0107 0,0099

Ошибка 2 ,em  % 1,1 0,0 0,6 0,0 1,7
Ошибка 

2
2 ,eσ  % 5,0 9,1 16,3 20,2 12,5

При использованных параметрах модуль ошибки оценки математического ожидания не пре-
вышал 2 %, а дисперсии – 20 %. 

Заключение. Методика оценки точности радиолокационного сопровождения неразрешен-
ных целей основана на использовании известных методов статистической линеаризации нели-
нейных функций и интегрирования уравнений вероятностных моментов. Показателями точно-
сти являются математическое ожидание и дисперсия ошибки сопровождения. Сравнение ошибок 
сопровождения каждой из целей позволяет в среднем оценивать к какой из них ближе всего на-
ходится оцениваемая траектория. Методику можно использовать при решении таких задач, как 
сопровождение парной цели, сопровождение при пересечении траекторий, сопровождение в ус-
ловиях уводящей помехи и др. Решение этих задач помимо оценок точности сопровождения тре-
бует нахождения вероятностей перехода с сопровождения одной цели на другую, что может 
быть направлением дальнейших исследований. 
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