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КОМПАКТНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ  
НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ РУНГЕ–КУТТЫ

Аннотация. Впервые строятся устойчивые экономичные компактные разностные схемы порядка точности 2 + 4 
и 4 + 4 для простейшего параболического уравнения на основе использования идеи метода прямых и методов Рун-
ге–Кутты для решения систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. При построении вычисли-
тельного алгоритма используется только трехточечный шаблон при аппроксимации уравнения по пространственной 
переменной, что позволяет использовать известный метод прогонки для обращения обратной матрицы за O(N) ариф-
метических операций, где N – число точек сетки по пространству. Построение компактных схем аналогичного поряд-
ка на основе обычного интегро-интерполяционного метода приводит лишь к абсолютно неустойчивым алгоритмам. 
Показаны результаты вычислительного эксперимента, иллюстрирующие эффективность предложенного алгоритма.
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COMPACT DIFFERENCE SCHEMES FOR PARABOLIC EQUATIONS  
ON THE BASE OF RUNGE–KUTTA METHODS

Abstract. In this work, for the first time, stable and economical compact finite-difference schemes of order of accuracy 
2 + 4 and 4 + 4 are constructed for the simplest parabolic equation, based on the idea of the method of lines and Runge–Kutta 
methods for solving systems of nonlinear ordinary differential equations. In constructing the computational algorithm, only 
a three-point stencil is used for approximating the equation by the spatial variable, which allows us to use the well-known 
tridiagonal matrix algorithm for inverting the matrix in O(N) arithmetic operations, where N is the number of grid points 
in space. When constructing compact schemes of the same order based on the conventional integro-interpolation method 
leads only to absolutely unstable algorithms. Results of computational experiments are presented, illustrating the efficiency  
of the proposed algorithm.
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Введение. В настоящее время для повышения точности вычислительного процесса на стан-
дартных шаблонах, аппроксимирующих нестационарные уравнения математической физики, 
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широко используются так называемые компактные разностные схемы [1] порядка точности 4 + 2 
(4-й по пространству и 2-й по времени). Основополагающей работой в этом направлении являет-
ся классическая статья А. Самарского [2]. В дальнейшем эти идеи были развиты на разностные 
схемы для квазилинейных параболических уравнений [3]. 

Недостатком указанных компактных схем порядка 4 + 2 является неэквивалентность исполь-
зования сеточных шагов по пространству и времени h и τ соответственно, что приводит, вообще 
говоря, к необходимости использования соотношения Куранта τ ⁓ h2. Последнее соотношение 
делает бессмысленным применение неявных безусловно устойчивых алгоритмов.

Первые компактные схемы естественного порядка точности 4 + 4 были предложены в классе 
трехслойных схем при использовании регуляризатора Б. Н. Четверушкина R = τ(ꝺ2u / ꝺt2) в [4].

В настоящей работе строятся принципиально новые двухслойные компактные разностные 
схемы порядка 2 + 4 и 4 + 4 на примере задачи Дирихле для простейшего параболического урав-
нения на основе использования идеи метода прямых и методов Рунге–Кутты для решения си-
стем нелинейных дифференциальных уравнений. Доказывается устойчивость предложенных 
методов и приводятся результаты вычислительного эксперимента, иллюстрирующего наши тео-
ретические выводы.

Построению схем высокого порядка точности на основе применения идей метода Рунге–Кут-
ты посвящены работы [5; 6].

Методы Рунге–Кутты. Рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ) [7; 8]

	 0( , ), (0) , (0, ],u f t u u u t T′ = = ∈ 	 (1)
где u = (u1, u2, …, un)

T – вектор переменных; f = ( f1, f2, …, fn)
T – векторная функция; t – независи-

мая переменная.
В дальнейшем будем предполагать, что задача (1) однозначно разрешима, т. е. функция f(t, u) 

непрерывна и удовлетворяла условию Липшица по второму аргументу [7].
Методы Рунге–Кутты (РК) представляют собой семейство численных методов решения зада-

чи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем. Основная идея метода 
Рунге–Кутты была предложена К. Рунге (Runge, 1895) и развита затем В. Куттой (Kutta, 1901) 
и др. Семейство методов Рунге–Кутты включает явный и неявный методы. Неявные методы 
Рунге–Кутты обладают высокой устойчивостью, особенно при решении жестких задач. В этой 
работе мы рассматриваем неявные методы 4-го порядка.

На отрезке [0, T] введем сетку 00 0{ , 0,1, , , } { }.n Nt n n N N T t Tτ τω = = τ = … τ = = ω ∪ =  Значе-
ние yn = y(tn) представляет собой приближение точного решения u(t) задачи (1) при t = tn. Пусть 
значение yn известно, неявные s-стадийные методы Рунге–Кутты описываются формулами [9]

	

1
1

1

,

, , 1, ,
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n n i i
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i n i n ij j

j

y y b k

k f t c y a k i s

+
=

=

= + τ

 
= + τ + τ =  

 

∑

∑
	

(2)

где τ – шаг интегрирования; s – число стадий метода. Значения коэффициентов aij, bi, ci в кон-
кретном методе Рунге–Кутты определяются таблицей Бутчера:

c1 a11 … a1s

≡
c A

  

cs as1 … ass bT

b1 … bs

Устойчивость методов Рунге–Кутты. Свойства устойчивости устанавливают на решении 
линейных однородных систем с постоянными коэффициентами, простейшей из которых являет-
ся скалярная задача Далквиста [6; 10, с. 155; 11, с. 104]

	
0, 0 , (0)du u t T u u

dt
= λ ≤ ≤ =
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c решением u(t) = u0eλt, где λ – константа. Для произвольной линейной схемы переход на следую-
щий временной слой при решении задачи Далквиста можно представить в виде

	 ˆ ( ) ,u R u= τλ

где R(z) называется функцией устойчивости [11] (в теории разностных схем ей соответствует 
оператор или коэффициент перехода)

	
1( ) 1 ( ) ,TR z zb I zA e−= + −

где e = (1, 1, …, 1)T. В дальнейшем нам понадобятся следующие определения из теории устойчи-
вости методов решения задачи Коши.

О п р е д е л е н и е 1. Метод (2) называется A-устойчивым, если |R(z)| ≤ 1 при Re z ≤ 0.
Неявные методы Рунге–Кутты четвертого порядка. В дальнейшем мы будем использо-

вать два известных неявных метода РК: двухстадийный гауссов метод и трехстадийный метод 
Лобатто IIIC [11, IV.5]. Оба метода имеют порядок 4 и являются A-устойчивыми. Коэффициенты 
этих методов представлены в табл. 1.

Т а б л и ц а 1. Двухстадийный гауссов метод (метод 1) и метод Лобатто IIIC (метод 2) порядка 4

T a b l e 1. Two-stage Gauss method (method 1) and Lobatto IIIC method (method 2) of order 4

1 3
2 6
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− 0
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+

1 3
4 6
+

1
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1
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1
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1
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1
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Метод 1 Метод 2

Постановка задачи. В прямоугольнике {( , ) : 0 , 0 }TQ x t x l t T= ≤ ≤ ≤ ≤  рассмотрим началь-
но-краевую задачу для простейшего параболического уравнения

	

2

2 , (0, ), (0, ],u u x l t T
t x

∂ ∂
= ∈ ∈

∂ ∂ 	
(3)

	 0( , 0) ( ), [0, ],u x u x x l= ∈ 	 (4)

с граничными условиями Дирихле

	 1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ).u t t u l t t= µ = µ 	 (5)

Относительно решения задачи (3)–(5) предполагаем, что оно существует, единственно и об-
ладает всеми непрерывными в TQ  производными, необходимыми по ходу изложения.

Разностная схема порядка 2 + 4. На отрезке [0, l] вводится обычная равномерная сетка

	 0{ , 0,1, , ; } { 0, }.h i h Nx x i N hN l x x lω = = = … = = ω ∪ = =

Сохраняя производную по времени, проведем пространственную дискретизацию задачи (3)–
(5) на трехточечном шаблоне xi–1, xi, xi+1:

	
1 12

1( ) ( ) ( , ( )), 1, 1, ( ) ( 2 ),i i i i i i iu x u x f t u x i N u x u u u
h

− +′ = Λ = = − Λ = − +

	 0 1 2( ,0) ( ), 1, 1 (0, ) ( ), ( , ) ( ),i iu x u x i N u t t u l t t= = − = µ = µ

или можно записать в векторном виде
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( ),u Du t

t
∂

= + ϕ
∂ 	

(6)

где векторы u = (u1, u2, …, uN–1)
T; φ(t) = (1 / h2)(μ1(t), 0, …, 0, μ2(t))

T; D – трехдиагональная матрица 
размерности (N – 1) × (N – 1), состоящая из следующих компонент:

	

2

2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0

1 .
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 1 2

D
h

− … 
 − … 
 = …
 

… − 
 … − 

Вводим вектор y = (y1, y2,…, yN–1)
T – приближенное решение задачи (3)–(5). Теперь построим 

схему порядка 2 + 4 для этой задачи двумя методами Рунге–Кутты из табл. 1. 
Первый метод дает вычислительную схему

	
1 2ˆ ( ),

2
y y k kτ
= + +

	
(7a)

где векторы коэффициентов kα = (kα,1, kα,2,…, kα,N–1)
T, α = 1, 2, определяются следующими форму-

лами и найдутся методом матричной прогонки:

	

1 1 2

2 1 2

1 1 3 1 3 ,
4 4 6 2 6

1 3 1 1 3 .
4 6 4 2 6

k Dy Dk Dk t

k Dy Dk Dk t

      
= + τ + − + ϕ + − τ                  

      
= + τ + + + ϕ + + τ                   	

(7b)

Реализация второго метода (Лобатто IIIC) имеет вид

	
1 2 3ˆ ( 4 ),

6
y y k k kτ
= + + +

где kα = (kα,1, kα,2, …, kα,N–1)
T, α = 1, 2, 3, имеют вид

	
1 1 2 3( 2 ) ( ),

6
k Dy Dk Dk Dk tτ
= + − + + ϕ

	
2 1 2 3(2 5 ) ( / 2),

12
k Dy Dk Dk Dk tτ

= + + − + ϕ + τ
	

(8)

	
3 1 2 3( 4 ) ( ).

6
k Dy Dk Dk Dk tτ

= + + + + ϕ + τ

Коэффициенты kα, α = 1, 2, 3, найдем с помощью метода матричной прогонки.
Разностная схема порядка 4 + 4. Рассмотрим следующую задачу:

	
( , ).uG f t u

t
∂

=
∂ 	

(9)

Здесь G – постоянная матрица, которая является невырожденной. Уравнение (9) можно пере-
писать в следующем виде:

	
1( , ) ( , ).u F t u G f t u

t
−∂

= ≡
∂ 	

(10)

Запишем для (10) схему (2) с подстановкой F(t, u) в правые части

	

1
1

1

1 1

,

, , , 1, .

s
n n i i

i

s s
i n i n ij j n i n ij j

j j

u u b k

k F t c y a k G f t c y a k i s

+
=

−

= =

= + τ

   
= + τ + τ ≡ + τ + τ =      

   

∑

∑ ∑
	

(11)
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Умножая обе части формулы (11) на G, получим окончательный вид

	 1
, , 1, .

s
i n i n ij j

j
Gk f t c y a k i s

=

 
= + τ + τ =  

 
∑

Построим разностные схемы порядка 4 + 4 для задачи (3)–(5). Проведем пространственную 
дискретизацию уравнения (3) на трехточечном шаблоне xi–1, xi, xi+1 методом прямых:

	

2
,

, , 1, 1,
12

xx ii
xx i

uu hu i N
t t

∂∂
= − = −

∂ ∂

или

	
1 1 1 12

1 5 1 1 ( 2 ).
12 6 12i i i i i iu u u u u u

t h
− + − +

∂  + + = − + ∂  

По аналогии с предыдущим разделом для вектор-функции u получим систему ОДУ

	
( ),uG Du t

t
∂

= + ϕ
∂ 	

(12)

где вектор 1 2
1 22 2

1 1 ( ) 1 1 ( )( ) ( ) , 0, , 0 ;, ( )
12 12

Td t d tt t t
dt dth h
µ µ ϕ = µ − … µ − 

 
 трехдиагональная матрица G 

имеет следующий вид:

	

( 1) ( 1)

1 1

5[ ] , 1, 1;
6

1 1, 1, 2; , 2, 1.
1 1

:

2 2

lk N N nn

nn nn

G g g n N

g n N g n N

− × −

+ −

= = = −

= = − = = −
	

(13)

Схема порядка 4 + 4, которая строится первым методом из табл. 1, задается в виде

	
1 2ˆ ( ),

2
y y k kτ
= + +

	
(14a)

где векторы коэффициентов kα = (kα,1, kα,2, …, kα,N–1)
T, α = 1, 2, определяются следующими формулами:

	

1 1 2

2 1 2

1 1 3 1 3 ,
4 4 6 2 6

1 3 1 1 3 .
4 6 4 2 6

Gk Dy Dk Dk t

Gk Dy Dk Dk t

      
= + τ + − + ϕ + − τ                  

      
= + τ + + + ϕ + + τ                   	

(14b)

Схема на основе метода Лобатто IIIC имеет вид

	
1 2 3ˆ ( 4 ),

6
y y k k kτ
= + + +

	
(15a)

где коэффициенты kα, α = 1, 2, 3, вычисляются по формуле

	

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

( 2 ) ( ),
6

(2 5 ) ( / 2),
12

( 4 ) ( ).
6

Gk Dy Dk Dk Dk t

Gk Dy Dk Dk Dk t

Gk Dy Dk Dk Dk t

τ
= + − + + ϕ

τ
= + + − + ϕ + τ

τ
= + + + + ϕ + τ

	

(15b)
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Устойчивость. Рассмотрим вопрос об устойчивости схем (7), (8), (14), (15) по начальным дан-
ным, т. е. при μ1(t) = μ2(t) = 0, что влечет φ(t) = 0 в (6), (12). Доказательство основано на след-
ствии 11.3 из [11, IV.11], которое мы перепишем в виде

У т в е р ж д е н и е. Рассмотрим задачу Коши для системы линейных ОДУ: u′(t) = Bu(t), 
u(0) = u0, с отрицательно определенной матрицей B. Пусть u(t0 + τk) ≈ yk – приближенное реше-
ние, полученное на k-м шаге A-устойчивого метода Рунге–Кутты. Тогда для всех k > 0 и τ > 0 
справедлива оценка ||yk||2 ≤ ||u0||2.

Для схем (7), (8) порядка 2 + 4 симметричная матрица B = D в (6), как известно, является 
отрицательно определенной [12]. Для схем (14), (15) порядка 4 + 4 имеем B = G–1D, где трехдиаго-
нальная симметричная матрица G имеет вид (13). По теореме Гершгорина эта матрица является 
положительно определенной, поэтому нетрудно показать, что G–1D отрицательно определена. 
Следовательно, согласно утверждению, рассматриваемые разностные схемы безусловно устой-
чивы по начальным данным.

Вычислительные эксперименты. Приведем результаты вычислительного эксперимента. 
Входные данные определяются из точного решения

	 ( , ) , (0,1), (0,1].t xu x t e x t−
α= ∈ ∈

Здесь и далее порядок сходимости по временной и пространственной переменным в нормах 
hC τ  определяем по правилу Рунге [13]:

	
2 2

|| ( , ) || || ( , ) ||
log , log .

|| ( / 2, ) || || ( / 2, / 2) ||
h h

h h
h h

C Ch
C C

C C

z h z h
p p

z h z h
τ τ

τ τ
τ τ

ττ τ
= =

τ τ

В табл. 2, 3 отражены скорости сходимости приближенного решения к точному.

Т а б л и ц а 2. Скорость сходимости по пространственному направлению, схема 4 + 4

T a b l e 2. Convergence rate in the space direction, 4 + 4 scheme

N × N0 h = 0,2 τ = 0,001

Первый метод
First method

Второй метод
Second method

||zh||C
h

CP ||zh||C
h

CP

5 × 1000 h τ 1,26242·10–6 – 1,26242·10–6 –
10 × 1000 h / 2 τ 7,93318·10–8 3,999215 7,93319·10–8 3,999215
20 × 1000 h / 4 τ 4,99935·10–9 3,98809 4,99936·10–9 3,98809
40 × 1000 h / 8 τ 3,12477·10–10 3,99992 3,12492·10–10 3,99985

Т а б л и ц а 3. Скорость сходимости по временному направлению, схема 4 + 4

T a b l e 3. Convergence rate in the time direction, 4 + 4 scheme

N × N0 h = 0,2 τ = 0,00667

Первый метод
First method

Второй метод
Second method

||zτ||C CP τ ||zτ||C CP τ

5 × 150 h τ 1,26238·10–6 – 1,26246·10–6 –
10 × 300 h / 2 τ / 2 7,93312·10–8 3,99211 7,93329·10–8 3,99217
20 × 600 h / 4 τ / 4 4,99931·10–9 3,98809 4,99942·10–9 3,98809
40 × 1200 h / 8 τ / 8 3,1248·10–10 3,99989 3,12487·10–10 3,99989
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