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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ,  
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Аннотация. Рассматривается вопрос о том, как для заданного числового поля K распределены в   и в    
алгебраические числа α фиксированной степени degK nα =  и высоты ( )H Qα ≤  при .Q →∞  Установлена асимптоти-
ка количества таких алгебраических чисел, лежащих во множестве ,S ⊂  в случаях, когда S – интервал веществен-
ной прямой или область комплексной плоскости с липшицевой границей. В частности, показано, что асимптотиче-
ская плотность распределения таких алгебраических чисел полностью определяется их степенью над K, внутренним 
устройством высотной функции H и тем, какое поле –   или   – получается при пополнении поля K по архимедовой 
метрике.
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Abstract. In the paper we consider the question: given a number field K, what is the distribution of algebraic numbers α  
of fixed degree degK nα =  and height ( )H Qα ≤  in   and in   as .Q →∞  We establish the asymptotic count of such 
algebraic numbers lying in a set S ⊂  in cases when S is an interval of the real line or a region of the complex plane 
with a Lipschitz-parametrizable boundary. In particular, we show that the asymptotic distribution density function of such 
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Введение. Задача оценки общего количества элементов заданного числового поля K содержит-
ся в монографии Ленга [1, Ch. III, p. 58]. Эту задачу в более общей постановке решил Шануэль 
в [2], в частности, он установил асимптотику числа точек проективного пространства ( )n K  
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высоты Q≤  при .Q →∞  Эти результаты и сопутствующие подходы были затем развиты в рабо-
тах Шмидта [3], Массера и Ваалера [4], Видмера [5; 6]. Предметом исследования в упомянутых 
работах являлась асимптотика общего количества алгебраических чисел и точек безотноситель-
но их расположения в пространстве. С другой стороны, в [7] было установлено асимптотиче- 
ское распределение алгебраических чисел, имеющих заданную степень над ,  на прямой ,  
а в [8] – на плоскости .  Затем в [9] эти результаты были обобщены на случай алгебраических 
точек, координаты которых суть сопряженные алгебраические числа. Здесь мы покажем, как по-
лучить аналог результатов [7; 8] для алгебраических чисел заданной степени над произвольным 
фиксированным числовым полем с помощью идей и результатов [2; 4; 5; 9].

Постановка задачи и основной результат. Пусть K ⊂  – числовое поле степени d над по-
лем .  У такого поля K всегда имеется примитивный элемент – какое-то алгебраическое число 
γ∈  степени deg dγ =  над ,  для которого ( ).K = γ  При этом поле K имеет ровно d различ-
ных вложений (включая само K) в ,  которые мы будем рассматривать как изоморфные, но раз-
ные поля. Выбор вложения фиксируется конкретным вложением примитивного элемента γ в .�

Нас будет интересовать распределение элементов множества

	 : { :[ ( ) : ] }nK K K n= α∈ α =

на комплексной плоскости   при фиксированной степени n. Можно показать, что nK  – беско-
нечное множество, всюду плотное в .  Поэтому, чтобы можно было корректно поставить вопрос 
о распределении, нужно ввести еще одно ограничение – по высоте. Итак, для множества S ⊆  
и числа > 0Q  определим множество

	 ( , ) : { : ( ) },n nK S Q K S H Q= α∈ ∩ α ≤

где высотная функция : (0, )nH K → +∞  подобрана так, что ( , ) <nK S Q +∞  для всех веществен-
ных > 0.Q  Подробнее конструкцию высоты мы опишем далее.

Сформулируем задачу, решению которой посвящено сообщение.
З а д а ч а. Установить асимптотику величины ( , )nK S Q  при Q →+∞  и фиксированном 
2n ≥  для достаточно широкого класса множеств .S ⊆
По своей внутренней геометрии эта задача распадается на три случая:
а) когда K ⊂   и ,S ⊆   
б) когда K ⊂   и ,S ⊆  
в) когда K ⊂  и .S ⊆
Конструкция высоты. В качестве высоты H мы используем конструкцию, описанную в [4]. 

Для алгебраического числа α степени degK nα =  над K его высота ( )H α  определяется через вы-
соту его минимального многочлена Pα  над K:

	
1/( ) : ( ) .nH H Pαα =  	 (1)

Высоту многочлена 1 0( ) [ ]n
nP X a X a X a K X= + + + ∈  определим как высоту его вектора коэф-

фициентов 1
0 1( , , , ) n

na a a K += ∈a 

	 ( ) : ( ).H P H= a  	 (2)

В основе конструкции высоты ( )H a  лежит понятие ( , )r s -набора лучевых функций .  
Дадим несколько связанных с этой высотой определений.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть > 0n  целое. Всякую непрерывную функцию N из 1n+  или  1n+  
в вещественный промежуток [0, ),+∞  удовлетворяющую условиям:

1. ( ) 0,N =z  если и только если ,=z 0
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2. ( ) ( )N w w N=z z  для любого скаляра w, вещественного или комплексного,
будем называть лучевой функцией размерности n.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть n∈  и целые , 0,r s ≥  причем > 0.r s+  Набор 1= ( , , )r sN N +  
из r s+  лучевых функций 1

1, , : [0, )n
rN N + → +∞   и 1

1, , : [0, )n
r r sN N +
+ + → +∞   будем  

называть (r, s)-набором размерности n.
Обозначим

	 { }
1

1

1 при 1 ,
: : ( , , ), : ( 1),

2 при 1 ,

: ( ) : ( ) 1 , : Vol .i

i r s i i

d nii i i D i

i r
d d d D d n

r i r s

B N V B

+

+

≤ ≤
= = = + + ≤ ≤ +

= ∈ ≤ =

d

z z




 

	

(3)

Объем V  этого набора определим как произведение r s+  объемов ,iV  т. е. 
1

: .
r s

i
i

V V
+

=
= ∏

Заметим, что функции 1: ( ) ,id n
iN + →   вообще говоря, различны.

Числовое поле K степени d над   имеет ровно d вложений 1, , : .d Kσ σ →   Пусть 
они занумерованы так, что вложения 1, , rσ σ  вещественны, 1, ,r r s+ +σ σ  комплексны 
и r s j r j+ + +σ = σ  для 1, , .j s=   Далее полагаем, что каждое из 1, , dσ σ  действует на ве- 
кторы 1

0( , , ) n
na a K += ∈a   покоординатно, т.  е. 0( ) ( ( ), , ( ))j j j na aσ = σ σa   для 1, , ,j d=    

где 2 .d r s= +
О п р е д е л е н и е  3. Для 1

0 1( , , , ) \{ }n
na a a K += ∈a 0  определим абсолютную высоту  

H  как

	

1

1( ) ( ( )) ,
Nm

r s
d dii i

i
H N

+

=
= σ∏a a

a

	
(4)

где 0 1: K K n Ka O a O a O= + + +a   – дробный идеал, порожденный координатами вектора a, 
и Nm( )  – абсолютная норма дробного идеала ,  которая для целого идеала   равна [ : ].KO 

Можно заметить, что соотношение (4) определяет высоту H  на ( ),n K  удовлетворя- 
ющую для всех ( )n K∈a   условию 00 < ( ) < ,H H≤ +∞a  где постоянная 0H  определяется (r, s)- 
набором  .  При этом ( ) ( )H Hλ =a a   для всех K ×λ∈  и, вдобавок, ( , ) <nK Q +∞  для всех 
> 0.Q
Основные результаты.
О п р е д е л е н и е   4. Будем говорить, что множество mG ⊂   принадлежит лип-

шицеву классу (m,  M,  L) и писать Lip( , , ),G m M L∈  если существуют M отображений 
1

1, , :[0,1] ,m m
M

−φ φ →   которые удовлетворяют условию Липшица

	
1( ) ( ) , [0,1] , =1, , ,m

i ix y L x y для x y i M−φ − φ ≤ − ∈   

и 1

1
([0,1] ).

M
m

i
i

G −

=
⊆ φ


Т е о р е м а  1. Пусть целое 2.n ≥  Пусть K – числовое поле степени [ : ] ,K d=  имеющее r 
вещественных и s  пар комплексных сопряженных вложений. Пусть высота (1) построена на 
основе (r, s)-набора 1( , , ),r sN N +=   где лучевые функции Ni таковы, что Lip( , , )i iB D M L∂ ∈  
для 1, , .i r s= +  Пусть поле K тождественно своему k-му вложению, которому отвечает лу-
чевая функция kN N=  и сопутствующие ей kB B=  и kV V=  согласно (3). Если

а) либо ,K ⊂   а S ⊆   – объединение не более чем M непересекающихся интервалов,
б) либо ,K ⊂   а \S ⊆   – множество с границей Lip(2, , ),S M L∂ ∈
в) либо ,K ⊂  а S ⊆  – множество с границей Lip(2, , ),S M L∂ ∈

тогда для всех 1Q ≥



274	 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2026, vol. 70, no. 4, рр. 271–279

	

, , ,
, , ,( 1)

( , )
( ) ,

n n K M L
n K n Ndn n n

S

K S Q c
z dz

Q Q+ − κ ρ ≤∫
	

(5)

где постоянная , , , > 0n K M Lc  зависит только от n, K, M, L, а постоянная

	

1

1
, ,

2( 1) .
( 1)

n
s

K Kr s
n K

K KK

h Rn V
w n

+

+ −
 
 κ = +
  ζ +∆ 

 

	
(6)

Здесь K∆  – дискриминат поля K; Kh  – число классов; KR  – регулятор; Kw  – число корней  
из единицы в K; Kζ  – дзета-функция Дедекинда поля K. При этом

а) когда K ⊂   и ,S ⊆   то для всех z∈

	 ,

1
, , 0 1

0( )

1( ) ( ) : ,
n N

n j
n N n N j n

jD z

z z t z dt dt
V

−
−

=
ρ = ρ = ∑∫ 





	
(7)

	

1
, 0 1

0
( ) : ( , , ) : ( ) 1 ,

nn j
n N n j

j
D z t t N X z t X

−
−

=

   = ∈ − ≤  
   

∑

 
	

(8)

б) когда K ⊂   и \ ,S ⊆   то для всех \z∈ 

	
,

,

2
2,

, 0 2,
0( )

( ) ( ) : 2 ,
n N

n j
n N j nn N

jD z

z z
z z t z dt dt

V

−
−

=

−
ρ = ρ = ∑∫ 

 

 

	
(9)

	

2, 1
0 2,

0
( ) : ( , , ) : ( )( ) 1 ,

nn j
n jn N

j
D z t t N X z X z t X

−
−

−
=

   = ∈ − − ≤  
   

∑

  
	

(10)

в) когда K ⊂  и ,S ⊆  то для всех z∈

	 ,

2
1

, , 0 1
0( )

1( ) ( ) : ,
n N

n j
n N n N j n

jD z

z z t z dt dt
V

−
−

=
ρ = ρ = ∑∫







	
(11)

	

1
, 0 1

0
( ) : ( , , ) : ( ) 1 ,

nn j
n N n j

j
D z t t N X z t X

−
−

=

   = ∈ − ≤  
   

∑

 
	

(12)

где 0 1ndt dt −  – элемент объема в пространстве 2( ) .n n≅ 
В (8), (10) и (12) используется обозначение 0 1 0 1: ( , , , ).n

n k nN a a X a X N a a a + + + =  

В каждом из трех случаев функцию ,n Nρ  можно толковать (при надлежащей нормировке) 
как плотность распределения алгебраических чисел степени n над K.

Отметим, что с точностью до постоянных множителей функция (7) совпадает с функцией 
из [7], а функция (9) – с функцией из [8]. Случай (11) в [7] и [8] не возникал, поскольку поле   
имеет единственное вложение в ,  и это вложение вещественно.
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Обратим внимание, что вид функции ,n Nρ  полностью определяется степенью n, лучевой 
функцией kN N=  и локальной степенью kd  и никак не зависит от основного поля K и его пара- 
метров. Это позволяет утверждать, что при использовании (4) в качестве высоты плотность ,n Nρ  
распределения алгебраических чисел является универсальной функцией.

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м ы  1. Наша задача сводится к тому, чтобы посчи-
тать количество неприводимых унитарных многочленов [ ]P K X∈  степени deg P = n и высоты 

( ) ,H P T≤  у которых имеются корни во множестве S.
Известно [4, p.  436], что количество всех приводимых над K унитарных многочленов 

[ ]P K X∈  степени n и высоты ( )H P T≤  не превосходит величины порядка

	
0 0

log при ( , ) (1, 2),
( ( )), где ( ) :

1 иначе,
dn T d n

O T T T
=′′ ′′ = 


   

	
(13)

и неявная постоянная в O-большом зависит только от поля K, степени многочленов n и ( , )r s - 
набора лучевых функций .

Теперь заметим, что множество всех унитарных многочленов 1
1 0( ) [ ]n n

nP X X a X a K X−
−= + + + ∈ 

1
1 0( ) [ ]n n

nP X X a X a K X−
−= + + + ∈  степени n биективно отвечает множеству проективных точек 

0 1( , , ,1) ( ).n
na a K−= ∈a    При этом согласно (2) имеем ( ) ( ).H P H= a   Можно показать  

[4, p. 436], что

	
{ }0 1( , , , 0) ( ) : ( ) ( ),n dn

na a K H T O T−= ∈ ≤ =a a  
	

(14)

где постоянная в O-большом зависит от тех же параметров, что и в (13). Здесь в записи ( )n K∈a   
вектор 1nK +∈a  отождествляется со своим классом эквивалентности – проективной точкой, 
представителем которой вектор a является.

Опишем схему рассуждений для несколько более общей задачи.
Для 1, ,i r s= +  обозначим через У ( ) У ( ),i i i i⇔ λz z   условие на вектор 1( ) ,d nii

+∈z   обладающее двумя 
свойствами: (а) для любых ×λ∈  будет У ( ) У ( ),i i i i⇔ λz z   (б) множество

	
 { }: : У ( )i i i i iB B= ∈z z  	 (15)

имеет границу  Lip( , , )i iB D M L′ ′∂ ∈  при некоторых M ′∈  и (0, ).L′∈ +∞

Пусть 1
1

У( , , ) : У ( )
r s

r s i i
i

+
+

=
= Λz z z  

 
– конъюнкция таких условий. Нам нужно при T →+∞  найти 

асимптотику считающей функции

	
{ }1 1( , У) : ( ) : ( ) , У ( ( )), , У ( ( )) .n

r s r sZ T K H T + += ∈ ≤ σ σa a a a   

Далее задача сводится к подсчету точек решетки в определенной области при помощи  
двух лемм.

Л е м м а  1 [4, Lemma 5, p. 441]. Пусть 
1

: .
r s

i
i

D D
+

=
= ∑  Для идеала KO≤  множество

	 { }11( ) : ( ( ), , ( )) : n
r s

+
+Λ = σ σ ∈a a a 

является решеткой в D  с определителем ( ) 1
2 Nm( ) ,

ns
K

+−∆ = ∆
 
где ΔK – дискриминант 

поля K. Первый последовательный минимум λ1 этой решетки по евклидову расстоянию таков, 
что 1/

1 Nm( ) .dλ ≥ 
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Л е м м а  2 [4, Lemma 2, p. 437]. Пусть ограниченное множество 
DS ⊂   имеет границу 

Lip( , , )S D M L∂ ∈  при некоторых M ∈  и (0, ).L∈ +∞  Тогда S измеримо. Кроме того, если Λ  – 
решетка в D  с определителем = ( )∆ ∆ Λ  и первым последовательным минимумом 1 1= ( )λ λ Λ  
(по евклидову расстоянию), тогда

	

1

1

Vol ( ) 1 ,
D

DS LS c D M
−

 ∩Λ − ≤ + ∆ λ 

где постоянная c(D) зависит только от D.
Пусть

	 ( ){ }11 1
1 1 1( ) : ( , , ) ( ) ( ) : ( ) , , ( ) exp ( ) ,r sn r n s d d

F r s r s r sS T N N F T++ +
+ + += ∈ × ∈z z z z  

	
(16)

где под отображением exp : (0, )r s+ → +∞  подразумевается 1
exp

1( , , ) ( , , ),r sx x
r sx x e e +
+    

а множество

	 ( ) : { : , log }r sF T F T+= + τ ∈ ∈ τ ≤f d f 	 (17)

получено смещениями в r s+  на вектор 1( , , )r sd d +=d   фундаментального параллелепипеда 

	

1 1
1 1

=1
: ( ) : ( , , ) [0,1) ,

r s r s
i i r s

i
F t t t

+ −
+ −

+ −
 

= ε ∈ 
 
∑  

	
(18)

образованного базисными векторами 1 1( ), , ( ) r s
r s

+
+ −ε ε ∈     абелевой группы ( ),KU  где отоб- 

ражение : r sK × +→   действует как ( )1 1( ) ln ( ) , , ln ( ) .r s r sd d + +η = σ η σ η 

Обозначим 

	

{ }
{ }

* 1
1

1 1 1

* *

( ) : ( ( ), , ( )) : , ,

( , У) : ( , , ) ( ) : У ( ), , У ( ) ,

( , , У) : ( , У) ( ) .

n
r s

F r s F r s r s

F F

S T S T

Z T S T

+
+

+ + +

Λ = σ σ ∈ =

= ∈

= ∩Λ

a a a a

z z z z



 

  

 

 

	

(19)

По аналогии с [4, Lemma 8, p. 444] можно доказать следующую лемму. 
Л е м м а  3. Для любого 1T ≥

	

1 * 1/

Cl
( , У) ( , Nm( ) , У),d

K F
K

Z T w Z T−

∈
= ∑


   

где Kw  – число корней из единицы в K и сумма взята по любому набору целых представителей  
  классов идеалов поля K. 

Из леммы 3 в [4, p. 439] и определений (15), (16), (18), (19) получается 
Л е м м а  4. Граница (1, У) Lip( , , )FS D M L′′ ′′∂ ∈   для некоторых M ′′∈  и (0, ).L′′∈ +∞
Заметим, что ( , У) (1, У)F FS T TS=   и ( , У) (1, У)F FS T T S∂ = ∂   при любом  > 0.T  Тем же путем, 

что и лемма 7 в [4, p. 443], из лемм 1, 2 и 4 получается
Л е м м а  5. Существует такая постоянная 0 > 0,T  что для любого 0T T≥  выполняется

	

( 1)
* * * ( 1) 1

01

( 1)
*

0
1

( , , У) (У) ( ),
Nm( )

log , ( , ) (1,1),2 Vol (1, У)(У) : , ( ) :
1 ,( 1)

d n
d n

F F Fn

s n
D F

F
n KK

TZ T C c T T

T если d nSC T
иначеn

+
+ −

+

+

+

− ≤

=
= = 

ζ + ∆

 



 

	

где *
Fc  зависит только от поля K и от параметров липшицева класса Lip( , , ) (1, У).FD M L S′′ ′′ ∋ ∂  
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Для нашей задачи необходима следующая доработка леммы 4 из [4, p. 440–441].
Л е м м а  6. Множество (1, У)FS   ограничено и имеет объем

	
  

1
Vol (1, У) Vol (1) , : / , : Vol .i

r s
iD F D F i i i i i D

i
S S где V V V B

+

=

 
= Ω Ω = = 

 
∏  

	
(20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим : 1.q r s= + −  Напомним, что 
1

1
: .

q
i

i
D D

+

=
= ∑  Преобразуем  

интеграл

	

 1 1
(1, У)

: Vol (1, У) ,
F

D F q
S

V S d d += = ∫ z z
 

где 1 1qd d +z z  – элемент объема в 11 1 1( ) ( ) .qdD d n n++ +≅ × ×    Для этого разобъем область 

(1, У)FS   на прообразы непересекающихся параллелепипедов вида 
1

1
( , ]

q
i i

i
X Y

+

=
∏  при непрерывном 

отображении 11 1 1 1: ( ) ( ) ,qdd n n q++ + +Φ × × →    действующем по правилу 

	
11

1 1 1 1 1 1( , , ) ( ( ) , , ( ) ).qdd
q q qN N +

Φ

+ + +z z z z    

А далее, измельчая это разбиение, перейдем к пределу. Обозначим

	


1( ) : { ( ) : ( ) }, ( ) : { ( ) : У ( )}.i id n d
ii i i i i i i iB X N X B X B X+= ∈ ≤ = ∈z z z z  

Из (16) и (17) видно, что

	
1

1 1 1 1( , У) ( ) (exp ( )) ( ) ( ),F F q qS T S T F T B T B T−
+ +⊂ = Φ ⊂ × ×  

где 1 1( , ) sup{ : ( , , ) }, 1 1.d fi ii i qT T F T T e f f F i q+= = ∈ ≤ ≤ +  

Выберем разбиения , 0 ,1 ,0 = < < < =i i i m iiX X X T  отрезков [0, ]iT  и обозначим

	
(

, 1 ,
1 1 1

1 1
1

1 1 , 1 , , , 1
1 1

: ( ), : ,max max

( , , ) : ( ) \ ( ) , .

i i j i j i
j m i qi

q q
q i i j i i j i j i ji i i i

i i

X X

j j B X B X X X

+
≤ ≤ ≤ ≤ +

+ +
−

+ + +
= =

λ = − λ = λ

 
Π = = Φ  

 
∏ ∏

 

Заметим, что  

1
1 1 , 1 ,

1
( , , ) (1, У) ( ) \ ( ),

q
i iq F i j i ji i

i
j j S B X B X

+

+ +
=

Π ∩ = ∏   причем  

1/( ) (1)dii iB X X B=  

и   

2Vol ( ( ) \ ( )) ( 1) ( ( )),i
n

i i iD B X X B X n V X X O X+ ∆ = + ∆ + ∆  где неявная постоянная в символе 
( )O ⋅  зависит только от n и .iT  Поскольку множество (1, У)FS∂   имеет меру нуль, то при 0λ→  

общий объем множеств 1 1( , , ),qj j +Π   имеющих пересечение с (1, У),FS∂   будет стремиться 
к нулю. Таким образом, при 0λ→  получаем

	



1 1

1
1

1 1 1 1 1 1
, ..., 1 exp (1)

Vol ( ( , , ) (1, У)) ( 1) .
q

q
q n n

iD q F q q
j j i F

V j j S n V X X dX dX
+

+
+

+ + +
= ∈

 
= Π ∩ = +  

 
∑ ∏ ∫

X
    

Согласно [4, Sect. 4, p. 441] интеграл в правой части равен 1 ,
1 1

FV
n q+ +

  где : VolF qV F=  – объ-

ем фундаментального параллелепипеда F, определенного в (18). По лемме 4 в [4, p. 440] имеем 
( 1)Vol (1) .

1

q

D F F
nS V V

q
+

=
+

  Поскольку  1 1 1 1,q qV V V+ += Ω Ω   получаем (20). Лемма доказана.
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Собирая леммы 3, 5 и 6 вместе, получаем 

	

1 ( 1)
( 1) ( 1) 1

0
1 1

( 1) 2( , У) ( ( )).
( 1)

r s s n r sK F d n d n
i

n K K iK

n h V VZ T T O T T
w nr s

+ − + +
+ + −

+ =

+
= Ω +

ζ ++ ∆
∏   

	
(21)

Согласно определению регулятора KR  поля K имеем .F KV r sR= +  При 1r s+ =  по определе-
нию : 1,KR =  поэтому полагаем : 1.FV =  Отсюда получаем постоянную (6).

Теперь конкретизируем, что в нашей задаче понимается под условием У( )a   на вектор 
1.nK +∈a  Напомним, что по условию теоремы 1 числовое поле K совпадает со своим k-м вло-

жением в  .  В качестве условий У ( )i z   на вектор 1( )d ni +∈z   при i k≠  возьмем тождественно 
истинные высказывания, т. е. будем полагать 1iΩ =  при .i k≠

Условие У k   задается так. Пусть .S ⊂  Для вектора 1
0 1= ( , , , ) ( )d nknz z z +∈z    определим 

У ( ) У ( ; , )k k S m=z z   как высказывание: у многочлена 0 1( ) n
nf X z z X z X= + + +  имеется ровно 

m корней 1, , .m Sα α ∈

В нашем случае при i k=  множество (15) будет   ( , ) : { : У ( ; , )}.k k k k k kB B S m B S m= = ∈z z    
Поэтому в (20) будет 

1( , ) : Vol ( , ).k kk k k DS m V B S m−Ω = Ω =  Таким образом, для нашей задачи 

о распределении алгебраических чисел степени n над полем K в роли множителя 
1

r s
i

i

+

=
Ω∏  в (21) 

следует взять величину 
0

( , ).
n

k
m

m S m
=

Ω∑
Если множество S удовлетворяет условиям теоремы 1, с помощью замены переменных можно 

показать, что

	
,

0
( , ) ( ) ,k

n
k n N

m S
m S m z dz

=
Ω = ρ∑ ∫

где функция , kn Nρ  имеет вид, указанный в теореме 1.

В случае а) замена переменных описывается отображением 1 1: ,n n+ +φ →   при котором

0 1 0( ; , , ) ( , , ),n nz b b a a
φ

−    где	

	

1

0 0
( ) .

n nj j
j j

j j
X z b X a X

−

= =
− =∑ ∑

 	
(22)

Якобиан отображения (22) равен 
10 1

0 1 0

( , , , ) .
( ; , , )

nn j
j

n j

a a a b z
z b b

−

− =

∂
= −

∂
∑





В случае б) замена переменных описывается отображением 
1 1: ,n n+ +ψ →   при котором

0 2 0( , ; , , ) ( , , ),n nu v b b a a
ψ

−    где	

	

2

0 0
( )( ) , .

n nj j
j j

j j
X z X z b X a X z u iv

−

= =
− − = = +∑ ∑

 	
(23)

Якобиан отображения (23) равен 
2 20 1 1

0 2 0 0

( , , , , ) 2( ) .
( , ; , , )

n nn n j j
j j

n j j

a a a a z z b z b z
u v b b i

− −
−

− = =

  ∂
= −     ∂   

∑ ∑




В случае в) в качестве замены переменных применяется отображение 1 1: ,n n+ +φ →     
которое задано теми же формулами (22), что и в случае а). Учитывая, что 2 ,≅   в декартовых 
координатах на комплексной плоскости якобиан в случае в) равен квадрату модуля якобиана  
для случая а), см. [10, теорема 1, гл. I, 4, п. 9, с. 54].
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Можно показать [9, Lemma 6.4, p. 15], что 
 ( , ) Lip( , , )k kB S m D M L′ ′∂ ∈  для каждого = 1, , ,m n  

где значения M ′  и L′  зависят только от параметров класса, которому принадлежит граница .S∂  
Поэтому в условиях теоремы 1 верна лемма 6, и таким образом, верна асимптотика (21). Заметим, 
что согласно (1) будет ( ) ( ) .nH Q H P Qαα ≤ ⇔ ≤  Полагая ,nT Q=  из (21) с учетом (13) и (14)  
получаем (5).

Заключение. При использовании высотной функции (4) асимптотическая плотность ,n Nρ  
распределения алгебраических чисел степени n над числовым полем K оказывается универсаль-
ной: ее вид полностью определяется степенью n, лучевой функцией kN N=  и размерностью 

dimkd K∞=   пополнения { , }K∞ ∈    поля K по архимедову абсолютному значению. При этом 
,n Nρ  никак не зависит от основного поля K и его параметров. Таким образом, главное слагае-

мое асимптотики (5) зависит от поля K только через постоянный множитель , , ,n Kκ   в котором  
собраны все арифметические и алгебраические параметры поля K.
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