
280	 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2026, vol. 70, no. 4, рр. 280–285

ISSN 1561-8323 (Print)
ISSN 2524-2431 (Online)

УДК 517.986.2, 515.145.2	 Поступило в редакцию 09.07.2026 
https://doi.org/10.29235/1561-8323-2026-70-4-280-285	 Received 09.07.2026

И. Л. Люксембург1©

Институт математики Национальной академии наук Беларуси, Минск, Республика Беларусь 
ул. Сурганова, 11, 220072, Минск, Республика Беларусь

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВА МАКСИМАЛЬНЫХ ИДЕАЛОВ  
В ВИДЕ РАССЛОЕННОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

(Представлено членом-корреспондентом В. В. Гороховиком)

Аннотация. Исследована связь топологической структуры пространства максимальных идеалов коммутатив- 
ной С*-алгебры с топологическими структурами пространств максимальных идеалов ее подалгебр. Доказана теорема 
о вложении спектра рассматриваемой алгебры в расслоенное произведение спектров ее подалгебр. Сформулирован 
критерий совпадения спектра с указанным расслоенным произведением. В качестве приложения рассмотренный 
метод применен для описания топологии спектров алгебр разрывных функций. 
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Abstract.  This paper investigates the relationship between the topological structure of the maximal ideal space 
of a commutative  C*-algebra and the topological structures of the maximal ideal spaces of its subalgebras. A theorem  
is proved regarding the embedding of the spectrum of the algebra under consideration into the fiber product of the spectra  
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Введение. Согласно теории И. М. Гельфанда [1], каждая коммутативная C*-алгебра A изо-
морфна алгебре всех непрерывных комплексно-значных функций на компактном пространстве 
M(A), которое называется спектром (пространством максимальных идеалов) алгебры. 

Топологическая структура пространства M(A) тесно связана со структурой алгебры A 
и свойствами ее элементов. Некоторые из таких связей установлены, например в [2–6]. Одним 
из примеров C*-алгебр являются алгебры функций, определенных на некотором множестве X. 
Если на X задана топология, то алгебра A(X) может включать разрывные функции. В такой си-
туации спектр содержит информацию о виде допустимых разрывов функций, входящих в A(X). 
Такие алгебры, в частности, возникают при исследовании уравнений с разрывными коэффи- 
циентами.

© Люксембург И. Л., 2026



	 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2026. Т. 70, № 4. С. 280–285	 281

Одним из инструментов исследования алгебр операторов с разрывными коэффициентами яв-
ляется локальный метод. Суть этого подхода заключается в изучении исходной алгебры через ее 
фактор-алгебры (локальные алгебры), параметризованные точками пространства максимальных 
идеалов некоторой коммутативной подалгебры коэффициентов. В частности, этот метод при-
менен в работе И.  В.  Байбулова [7] для перечисления примитивных идеалов  C*-алгебры син-
гулярных интегральных операторов, коэффициенты которых допускают разрывы первого рода. 
Локальный метод позволяет получить условие обратимости элементов и построить множество 
максимальных идеалов, однако гельфандовская топология на этом множестве, вообще говоря,  
не восстанавливается однозначно по локальным представителям. В связи с этим возникает за-
дача восстановления топологической структуры спектра на основе информации о  спектрах ее 
подалгебр или других подструктур.

Спектр M(A) алгебры A состоит из ненулевых линейных мультипликативных функциона-
лов. Исторически в теории банаховых алгебр спектр определялся как пространство максималь-
ных идеалов. Однако в современной литературе чаще используется эквивалентный подход, рас-
сматривающий спектр как пространство мультипликативных функционалов – подмножество 
в сопряженном пространстве A*, наделенное *-слабой топологией. Такое отождествление кор-
ректно, поскольку ядро любого такого функционала представляет собой максимальный идеал, 
а фактор-отображение по максимальному идеалу естественным образом задает мультиплика-
тивный функционал. В рамках данной работы нам будет удобно пользоваться именно мульти-
пликативными функционалами.

Сужение мультипликативного функционала на любую подалгебру алгебры A также является 
мультипликативным функционалом. Поэтому спектр коммутативной С*-алгебры A вкладывает-
ся в произведение спектров ее подалгебр, порождающих алгебру A. В настоящей работе получе-
но усиление данного наблюдения, а именно – установлено вложение спектра алгебры A в рассло-
енное произведение спектров образующих ее подалгебр. Приведен критерий совпадения спектра 
алгебры с указанным расслоенным произведением. В качестве приложения рассмотренный ме-
тод применен для описания топологии спектров алгебр разрывных функций. 

Основная часть. Пусть Γ{ }Z γ γ∈   – семейство топологических пространств и 
Γ
Z γ

γ∈
∏  

 
– их про-

изведение, снабженное тихоновской топологией. Пусть F – топологическое пространство и для 
каждого γ задано непрерывное отображение : .p Z Fγ γ →   Расслоенным (веерным) произведе- 
нием [8] семейства Γ{ }Z γ γ∈   над базой F относительно отображений {pγ} называется подпро-
странство P произведения 

Γ
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γ∈
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определенное как 
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Пусть A – коммутативная C*-алгебра. Пусть Γ{ }Aγ γ∈   – семейство её C*-подалгебр, такое,  
что A является наименьшей C*-алгеброй, содержащей объединение 

Γ
Aγ

γ∈
  

 
 (т. е. Γ{ }Aγ γ∈    порожда-

ет A), и B – C*-подалгебра, 
Γ

.B Aγ
γ∈

⊂   
 
 Далее в тексте все упоминаемые алгебры и их подалгеб- 

ры автоматически предполагаются C*-алгебрами.
Обозначим через M(A), M(Aγ) и M(B) спектры соответствующих алгебр. Для каждого Γγ∈   

определены канонические отображения сужения (проекции):	
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Рассмотрим расслоенное произведение P пространств M(Aγ) над базой M(B) относительно 
семейства отображений {pγ}; и отображение:
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Γ.Ψ : ( ) , Ψ( ) ( ( ))A P rγ γ∈µ µ→ =M  	 (1)

Непосредственно из определения проекций rγ и pγ следует корректность определения отобра-

жения Ψ. Отображение Ψ инъективно, так как по предположению семейство Γ{ }Aγ γ∈   порождает A.
Т е о р е м а  1. Отображение Ψ : ( ) ,A P→M   заданное формулой (1), является гомеоморфиз-

мом пространства M(A) на его образ в P, т. е. M(A) топологически вкладывается в расслоен-
ное произведение спектров образующих подалгебр.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Инъективность отображения Ψ следует из его определения. Прове-
рим его непрерывность.

Напомним, что для алгебры D, предбаза топологии на M(D) в точке 0 ( )Dµ ∈M  состоит из 
окрестностей вида

	 [ ; ]0 0( ) { ( ) : ( )( ) },аW D а аε = µµ µµ∈ − < εM  

где ,a D∈  0.ε >

Топология произведения 
Γ

( )Aγ
γ∈
∏M   задается предбазой, состоящей из множеств вида 0( ; ),O Uγ  

где 00 Γ, ( ( )),U Aγγ ∈ ∈τ M   каждое из которых состоит из элементов произведения, координаты 
с индексами γ0 которых содержатся в открытом множестве U в 0( ).AγM  Достаточно рассмот
реть случай, когда U – элементарная окрестность в 0( ( )).Aγτ M

Пусть 00 0( )h rγ µ=  и 0 ,а Aγ∈   рассмотрим окрестность в 0( ):AγM

	 00 [ ; ] 0( ) { ( ) : ( ) }.( )аV W A aaε γ= µ = µ∈ µ −µ < εM  

Прообраз множества 0( ; )P O V∩ γ  при отображении Ψ есть:

	 0
1

0Ψ ( ; ) { ( ) : }.( ) ( )P O V A r V−
γµ µ∩ γ = ∈ ∈M  

Подставляя определение V и учитывая, что 0 ( )( )( )ar aγ µ = µ  (так как 0a Aγ∈ ), получаем

	
1

0 0Ψ ( ( ; )) { ( ) : ( ) }.( )P O V A a a− ∩ γ = µ∈ µ −µ < εM  

Это множество есть в точности окрестность 0 [ ; ]( ) aW εµ  в пространстве M(A). Таким образом, 
прообраз любого элемента предбазы открыт, значит отображение Ψ непрерывно. Таким образом, 
Ψ – непрерывная инъекция компактного пространства M(A) на хаусдорфово пространство P. 
Следовательно, M(A) гомеоморфно Ψ( ( ))AM   (по теореме Александрова о гомеоморфизме).

Отметим, что в общем случае Ψ( ( )) .A P≠M  
П  р  и  м  е  р  1. Рассмотрим алгебру [0;1]A C=  и две ее образующих подалгебры A1 и A2, 

где A1 – алгебра функций, являющихся константами на отрезке [0;1/2]  и A2 – алгебра функций, 
являющихся константами на отрезке [1/2;1].  Пусть 1 2B A A= ∩  – алгебра констант. В данном 
случае база M(B) состоит лишь из одной точки, поэтому расслоенное произведение P совпадает 
с декартовым произведением 1 2( ) ( ),A A×M M  которое гомеоморфно квадрату, и не совпадает 
с M(A), которое гомеоморфно отрезку.

Следующая теорема является критерием совпадения пространства максимальных идеалов 
M(A) с соответствующим расслоенным произведением P. 

Т е о р е м а  2. Равенство Ψ( ( ))A P=M    справедливо тогда и только тогда, когда всякий 
мультипликативный функционал ( )Bµ∈M  имеет не единственное продолжение разве лишь  
на одну из алгебр Aγ. Если Ψ( ( ))A P=M    то 

Γ
.B Aγ

γ∈
=   
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Прежде чем обсудить идею доказательства теоремы 2, рассмотрим ее применение к функцио
нальным алгебрам. Пусть X – компактное хаусдорфово пространство и R – алгебра всех огра-
ниченных комплексно-значных функций на X с равномерной нормой. Пусть для каждой точки 
x X∈  задана алгебра ,xA R⊆  такая что ,( ) xC X A⊆  и все функции из Ax непрерывны на \{ }.X x  
Пусть A R⊆  – наименьшая подалгебра, содержащая объединение .x

x X
A

∈


Известно, что ( ( ))C XM  гомеоморфно X, далее будем отождествлять эти пространства. 
Определим отображение: 

	 ( ), ( ): ( ) .x x x C XA Xπ = µµ→ πM
 

Применяя к рассматриваемой функциональной алгебре A теорему 2 получаем
С л е д с т в и е.  Пространство максимальных идеалов M(A) гомеоморфно расслоенному про-

изведению P пространств ( )xAM  над базой X относительно семейства отображений { .}x x X∈π  
Проиллюстрируем суть данного следствия на примере.
П р и м е р  2. Пусть A1, A2 – алгебры функций на [0; 1], A1 состоит из непрерывных слева 

и имеющих предел справа в 1/3 и непрерывных в остальных точках функций, а A2 состоит из не- 
прерывных слева и имеющих предел справа в 2/3 и непрерывных в остальных точках функций. 
Пусть 1 2 [0;1].B A A C= ∩ =  Алгебры A1 и A2 являются образующими алгебры A, состоящей 
из непрерывных слева и имеющих предел справа в 1/3 и 2/3 и непрерывных в остальных точ-
ках функций. Пространствами максимальных идеалов являются 1( ) [0;1/3 ] [1/3 ;1],A − +=M   

2( ) [0; 2/3 ] [2/3 ;1].A − +=M   Рассмотрим расслоенное произведение P пространств 1( )AM  
и 2( )AM  относительно естественных проекций на ( [0;1]) [0;1].C =M  На рисунке показано, как 
расслоенное произведение P, гомеоморфное ( ) [0;1/3 ] [1/3 ,; 2/3 ] [2/3 ;1]A − + − +=M    вложено 
в декартово произведение пространств 1( )AM  и 2( ).AM  

Доказательство теоремы 2 в качестве ключевого объекта использует понятие конфлюэнтного 
спектра. Пусть D – подалгебра в A. Конфлюэнтным спектром D A⊂M  алгебры A относитель-
но подалгебры D будем называть множество M(A), наделенное слабейшей топологией, относи-
тельно которой непрерывны функции из D (в этот момент мы отождествляем A с ее вложением 
в )( ( )C AM ). Пространство D A⊂M  обладает более слабой (кроме случая D = A) топологией, чем 

( ),AM  оно компактно, но не хаусдорфово.
Термин «конфлюэнтный» (от лат. confluens – сливающийся) отражает факт, что при переходе 

к более слабой топологии точки спектра M(A), в которых функции из подалгебры D принимают 
одинаковые значения, «сливаются» (склеиваются) друг с другом. 

Введем отношение эквивалентности на .D A⊂M  Функционалы 1 2, ( )Aµ ∈µ M  называются 
неотделимыми (с помощью алгебры D), если 1 2( ) ( )a a= µµ  для всех ,a D∈  т.  е. 1 2 .D Dµ = µ  
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Классы эквивалентности по этому отношению будем называть компонентами неотделимости. 
Фактор-пространство D A⊂M  по компонентам неотделимости является хаусдорфовым и ком-
пактным и гомеоморфно классическому спектру ( )DM  алгебры D. 

В условиях теоремы 1 рассмотрим семейство конфлюэнтных спектров { } ,γ γ∈ΓM  
,A Aγγ ⊂=M M  их произведение 

Γ
γ

γ∈
∏M   и расслоенное произведение PC над базой B A⊂M  отно-

сительно тождественных отображений: ,: B Ai γ ⊂γ →M M  непрерывных в силу ослабления то-

пологии. В этом случае PC состоит из элементов 
Γ

,γ
γ∈
∏M  

 
все координаты которых совпадают, 

такое подмножество называется диагональю D произведения. Далее нам потребуются некоторые 
дополнительные факты о диагонали.

Пусть имеется декартова степень X∏  одного и того же множества X. Обозначим через x  – 
элемент ,X∏  все координаты которого равны x. Диагональ, как подмножество произведения, 
естественно отождествляется с самим множеством X посредством отображения .x x→  Если на 
каждом множестве X задана некоторая топология ,ατ  индуцированная топология диагонали 
в ( , )

A
X α

α∈
τ∏  равна супремуму топологий sup .

A
α

α∈
τ  Этот факт вытекает непосредственно из опре-

деления тихоновской топологии.
Из изложенного выше следует, что PC гомеоморфно M(A). Обозначим фактор-отображения, 

сопоставляющие точке ее компоненту неотделимости через : ( ).A Aq Aγ⊂γ γ→M M  Семейство  
отображений { }qγ γ∈Γ  порождает естественное отображение произведений

 Γ Γ
( ).: Aγ γ

γ∈ γ∈
→Φ ∏ ∏M M  

Отображение Ф непрерывно и сюрьективно, поскольку непрерывно и сюрьективно каждое qγ. 
Сужение CPΦ  инъективно и ( ) ,CP PΦ ⊂  а в случае выполнения условия теоремы 2 – ( ) .CP PΦ =  
Значит PC гомеоморфно P (по теореме Александрова о гомеоморфизме), ранее мы установили го-
меоморфизм PC и M(A), получаем, что P гомеоморфно M(A).
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