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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВОЗМУЩЕНИЙ К ЗАДАЧЕ ОПТИМИЗАЦИИ 
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Аннотация. Рассмотрена задача оптимизации переходного процесса большой продолжительности в линейной 
сингулярно возмущенной системе, которая состоит в нахождении многомерного допустимого управления с наи-
меньшим значением интегрального квадратичного критерия качества. Ее можно трактовать как задачу управления 
с минимальными энергетическими затратами. Настоящая задача путем перехода к «медленному» времени сводится 
к задаче оптимизации сингулярно возмущенной системы с двумя группами разнотемповых быстрых переменных 
при отсутствии медленных переменных. С помощью подхода, опирающегося на принцип максимума и метод по-
граничных функций, строится асимптотическое приближение к решению этой задачи в виде суммы оптимальных 
управлений в двух невозмущенных задачах меньшей размерности с бесконечной длительностью процесса.
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Abstract. The paper considers the problem of optimizing a long-term transient process in a linear singularly perturbed 
system, which consists of finding a multidimensional admissible control with the minimal value of an integral quadratic 
performance index. This problem can be interpreted as a control problem with minimal energy consumption. By passing 
to “slow time”, the problem is reduced to that of optimizing a singularly perturbed system with two groups of fast variables 
at different rates in the absence of slow variables. Using an approach based on the maximum principle and the method  
of boundary functions, an asymptotic approximation to the solution of this problem is constructed as a sum of optimal controls 
in two unperturbed problems of lower dimension with infinite process duration.
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Введение. В математической теории оптимальных процессов значительное внимание уде-
ляется асимптотическим методам оптимизации сингулярно возмущенных систем, содержащих  
малые параметры при части производных [1; 2]. Как известно, численное решение задач опти-
мального управления предполагает неоднократное интегрирование прямой и сопряженной си- 
стем. В сингулярно возмущенных задачах эти динамические системы являются жесткими и, как 
следствие, при вычислениях возникают серьезные трудности, выражающиеся в недопустимо 
большом времени счета и неизбежном накоплении вычислительных ошибок. При этом числен-
ное интегрирование на больших временных промежутках сингулярно возмущенных систем 
только усложняется. Поэтому возрастает роль асимптотических методов тем более, что при их 
применении происходит декомпозиция исходной задачи оптимального управления на задачи 
меньшей размерности. 

В задачах с малыми управляющими воздействиями эффективным средством преодоления 
этих трудностей могут оказаться асимптотические методы типа усреднения [3–5]. Предлагае-
мый в настоящем сообщении подход, который опирается на результаты теории сингулярно воз-
мущенных систем, не требует малости управляющих воздействий.

Постановка задачи. В классе r-мерных управляющих воздействий u(t), t  [0, T / μ], с кусоч-
но-непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу оптимизации линейной стаци-
онарной системы:
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где µ – малый положительный параметр; x – n-вектор медленных переменных; y – m-вектор бы-
стрых переменных. Остальные элементы задачи имеют соответствующие размеры. В критерии 
качества (3) P – положительно-определенная симметрическая матрица.

П р е д п о л о ж е н и е 1. Действительные части всех собственных значений матриц 
1

0 1 1 2 2A A B B A−= −  и 2B  отрицательны.
О п р е д е л е н и е. Управление ( , ),u t µ   с кусочно-непрерывными компонентами 

назовем асимптотически субоптимальным в задаче (1)–(3), если для любого натурального чис- 
ла N имеет место

	

где 0( , ),u t µ   – оптимальное управление в задаче (1)–(3), а ( , ) ( ( , ), ( , )),z t x t y tµ = µ µ  
  – траектория системы (1), порожденная управлением ( , ),u t µ   * * *( , ).z x y=

Переходя к «медленному» времени запишем задачу (1)–(3) в виде
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Базовые задачи. Ниже будет показано, что построение асимптотически субоптимального  
управления в задаче (1)–(3) сводится к решению двух невозмущенных задач оптимального 
управления меньшей размерности. Будем называть эти задачи базовыми. Первой из них являет-
ся следующая задача:
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	 (7)

где 1
0 1 1 2 2.D D B B D−= −

П р е д п о л о ж е н и е 2. Динамическая система в первой базовой задаче вполне управ- 
ляема [6].

При выполнении этого предположения первая базовая задача имеет единственное решение, 
которое является нормальной экстремалью [7]. В этом случае принцип максимума [8] для нее мо-
жет быть сформулирован следующим образом: пусть u*(s), x*(s), s ≤ 0, – оптимальные управление 
и траектория в задаче (7), тогда существует такое решение Πψ(s), s ≤ 0, сопряженной системы

	
0 ,d A

ds
ΤΠψ

= − Πψ

что выполняется условие
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Вторая базовая задача имеет вид
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П р е д п о л о ж е н и е 3. Динамическая система во второй базовой задаче вполне управляема.
При выполнении этого предположения вторая базовая задача имеет единственное решение, 

которое является нормальной экстремалью. В этом случае принцип максимума для нее может 
быть сформулирован следующим образом: пусть *( ),u τ  *( ),y τ  τ ≤ 0, – оптимальные управление 
и траектория в задаче (8), тогда существует такое решение ( ),Qψ τ  τ ≤ 0, системы

	
2 ,dQ B Q

d
Τψ

= − ψ
τ

что выполняется условие

	

Отсюда непосредственно следует 1
* 2( ) ( ),u P B Q− Ττ = ψ τ  0.τ ≤  Положим 0 (0).Qχ = ψ  

После решения базовых задач найдем вектор 1
0 0 1 2 0( ) .B B − Τη = χ + ν

Построение асимптотически субоптимального управления. Понятно, что говорить об асимп- 
тотическом субоптимальном управлении можно лишь в том случае, когда задача имеет решение. 
Покажем, что при выполнении предположений 1–3 задача (4)–(6) с достаточно малым µ имеет 
единственное решение, которое является нормальной экстремалью. В этом случае принцип мак-
симума для нее допускает следующую формулировку: пусть 0( , ),u t µ   – оптимальное 
управление в задаче (4)–(6), тогда существует такое решение 1( , ),tψ µ  2 ( , ),tψ µ   сопря-
женной системы 
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Обозначим через 1( , , , ),tψ ν η µ  2 ( , , , ),tψ ν η µ  [0, ],t T∈  решение сопряженной системы (9) 
с начальными условиями

	 1 2( ) , ( ) .T Tψ = ν ψ = η 	 (11)

Пусть далее ( , , , ),x t ν η µ  ( , , , ),y t ν η µ  [0, ],t T∈  – траектория системы (4), порожденная управ-
лением
	

1
1 1 2 2( , , , ) ( ( , , , ) ( , , , )), [0, ].u t P D t D t t T− Τ Τν η µ = ψ ν η µ + ψ ν η µ ∈

Поскольку управление (10) является допустимым в задаче (4)–(6), то векторы 1( ) ( , ),Tν µ = ψ µ  
2( ) ( , )Tη µ = ψ µ  будут решением системы уравнений

	 * *( , , , ) 0, ( , , , ) 0x T x y T yν η µ − = ν η µ − =  

при достаточно малых µ. Введя обозначения 

 	 0 0 0( , ), ( , ),λ = ν η λ = ν η
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запишем эту систему в виде

	 ( , ) 0.R λ µ = 	 (12)

При выполнении предположения 1 левая часть системы (12) может быть разложена в асимп­
тотический ряд по целым степеням μ путем применения метода пограничных функций [9] к си-
стеме дифференциальных уравнений (4), (9), (11). Оказывается, что 
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где 0 ( , ) ( ) ,s G s vΤΠ ψ λ =  s ≤ 0, 0 1( , ) ( ) ,Q GΤψ τ λ = τ η  τ ≤ 0, G(s), s ≤ 0, – решение начальной задачи
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1( ),G τ  τ ≤ 0, – решение системы
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Отметим как существенный факт то, что 
0

lim( ( , ) / ) 0NR
µ→

Π λ µ µ =  при любом натуральном N.

Доопределим 0( , 0) ( ).R Rλ = λ  Легко убедиться в том, что 0 0( ) 0,R λ =  а матрица Якоби 
0 0( ) /R∂ λ ∂λ  при выполнении предположений 2, 5 является невырожденной. Тогда, согласно те-

ореме о неявной функции, система уравнений (12) при достаточно малых μ имеет единственное 
решение λ(μ), при этом 

	

0

0

( )lim 0Nµ→

λ µ −λ
=

µ
	 (13)

для любого натурального N. Из того, как сформирована система (12) видно, что управление 
( , ( ), ),u t λ µ µ  [0, ],t T∈  является единственной нормальной экстремалью в задаче (4)–(6). Как 
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следствие, оно будет единственным решением этой задачи. Тогда в силу (13) 0( , , ),u t λ µ  [0, ],t T∈  – 
асимптотически субоптимальное управление. Заметим, что 

	
* 2

0 *( , , ) (( ) / ) (( ) / ),u t u t T u t Tλ µ = − µ + − µ  [0, ].t T∈
Сформулируем полученные результаты применительно к исходной задаче.
Т е о р е м а. При выполнении предположений 1–3 задача (1)–(3) имеет единственное реше-

ние, которое является нормальной экстремалью, а управление

	
* 2

*( , ) (( ) / ) (( ) / ), [0, / ],u t u t T u t T t Tµ = µ − µ + µ − µ ∈ µ

где *( ),u s  0,s ≤  *( ),u τ  0,τ ≤  – соответственно решения первой и второй базовых задач, явля-
ется асимптотически субоптимальным.

Заметим, что в случае, когда * 0,x =  * 0,y =  асимптотически субоптимальным будет нулевое 
управление.

Заключение. Предложена вычислительная процедура построения асимптотических прибли-
жений к решению рассмотренной задачи в виде суммы решений двух невозмущенных задач оп-
тимального управления меньшей размерности чем исходная задача. Такая декомпозиция позво-
ляет эффективно решать задачи оптимизации динамических систем с большим числом фазовых 
переменных. Следует отметить, что предлагаемая процедура позволяет избежать интегрирова-
ний сингулярно возмущенных систем.
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