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Аннотация. Предложен новый подход в гомотопии, который нашел свое выражение в методе предельного го-

мотопического разложения (LHDM). В данном методе игнорируется одно из основных свойств известных гомотопи-
ческих построений, согласно которому полностью сохраняется исходное нелинейное дифференциальное уравнение 
при параметре p = 1. В предложенном новом подходе при p = 1 происходит соответствующее нарушение исходного 
вида нелинейного дифференциального уравнений с коэффициентом перед нелинейной частью дифференциального 
уравнения (параметр согласования), стремящимся в пределе порядка приближения (M → ∞) к единице. Такой под-
ход позволяет находить приближенные решения краевых задач, описываемых нелинейными дифференциальными 
уравнениями, в более простой аналитической форме. На основе LHDM получено приближенное решение задачи 
радиационного теплообмена тонкого прямоугольного ребра. Показано, что метод LHDM дает более компактные 
и простые по форме аналитические решения по сравнению с соответствующими решениями основным вариантом 
оптимального гомотопического асимптотического метода (OHAM), причем с той же точностью. При этом значение 
параметра согласования M

NC  с каждым новым приближением асимптотически быстро стремится к своему предель-
ному единичному значению. Это позволяет считать предложенный метод LHDM хорошей альтернативой основному 
варианту OHAM.
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Abstract. A new homotopy-based approach is proposed, embodied in the Limit Homotopy Decomposition Method 
(LHDM). This method departs from a fundamental property of standard homotopy constructions – namely, the requirement 
that the original nonlinear differential equation be fully preserved at the parameter value p = 1. In the proposed approach, 
the original form of the nonlinear differential equation is modified at p = 1 by introducing a coefficient (a matching parameter) 
multiplying the nonlinear term; this coefficient approaches unity as the order of approximation increases (M  →  ∞). This 
approach enables the derivation of approximate analytical solutions for boundary-value problems governed by nonlinear 
differential equations in a simpler form. Using LHDM, an approximate solution was obtained for the problem of radiative heat 
transfer in a thin rectangular fin. It is demonstrated that LHDM yields analytical solutions that are more compact and simpler 
in form than those obtained via the standard version of the Optimal Homotopy Analysis Method (OHAM), while maintaining 
comparable accuracy. Furthermore, the matching parameter rapidly M

NC  approaches its limiting value of unity with each 
successive approximation. These results suggest that the proposed LHDM is a viable alternative to the standard OHAM. 

Keywords: homotopy, limiting homotopy expansion method, nonlinear differential equations, boundary value problems, 
radiative heat transfer

For citation. Kot V. A. Limit homotopy decomposition. Radiative heat transfer problem. Doklady Natsional’noi akademii 
nauk Belarusi = Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2026, vol. 70, no. 5, pp. 406–414 (in Russian). 
https://doi.org/10.29235/1561-8323-2026-70-5-406-414

© Кот В. А., 2026



	 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2026. Т. 70, № 5. С. 406–414	 407

Введение. Решение и анализ нелинейных задач в различных областях науки и техники вы-
зывает в последнее время повышенный интерес. Общим аналитическим методом решения не-
линейных дифференциальных уравнений является метод возмущений [1; 2], который имеет 
большие ограничения. Такие численно-аналитические методы, как разложение Адомиана (Ado-
mian Decomposition Method – ADM) [3–5], вариационно-итерационный метод (Variational Itera-
tion Method – VIM) [6] и метод гомотопического возмущения (Homotopy Perturbation Method – 
HPM) [7], дают относительно хорошие результаты при весьма быстрой сходимости. Каждый из 
названных методов имеет как сильные, так и слабые стороны. В 1992 г. был предложен метод 
гомотопического анализа (Homotopy Analysis Method – HAM) как аналитический метод решения 
нелинейных задач [8]. Независимость этого метода от малого параметра обеспечила высокую эф-
фективность подхода при решении нелинейных дифференциальных уравнений. Благодаря HAM 
стало возможным эффективное управление сходимостью аппроксимационных рядов с корректи-
ровкой областей сходимости. Оптимальный гомотопический асимптотический метод (Optimal 
Homotopy Asymptotic Method – OHAM) – это относительно новая аналитическая процедура [9; 
10]. В одном из его вариантов вместо управляющего сходимостью параметра ℏ вводится функция 

2
1 2 3( ) ...H p c p c p c p= + + +  с несколькими коэффициентами, которые подлежат определению. 

Настоящая работа ставит целью дальнейшее развитие гомотопических подходов к решению 
нелинейных краевых задач, возникающих, прежде всего, в сложных теплофизических процес-
сах. Предлагается метод предельных гомотопических разложений (Limit Homotopy Decomposi-
tions Method – LHDM), с помощью которого можно быстро и в более простой аналитической 
форме получать решения нелинейных краевых задач с заданным порядком приближения.

Предельное гомотопическое разложение. Рассмотрим дифференциальное уравнение

	 1 2[ ( )] ( ) 0, [ , ],u x g x x x x+ = ∈ 	 (1)

с дополнительными ограничениями 
	 ( ( )) 0,B u x =

где ( )⋅  – общий нелинейный оператор, который можно представить в виде суммы линей- 
ного ( )L ⋅  и нелинейного ( )N ⋅  операторов. Тогда уравнение (1) принимает вид

	 ( ( )) ( ( )) ( ) 0L u x N u x g x+ + =  	 (2)

с граничными условиями (для уравнения второго порядка)

	 ( )( ), 0.u xB u x
x

∂  = ∂ 

Здесь x – независимая переменная; u(x) – неизвестная функция; g(x) – известная функция.
Согласно одному из вариантов OHAM составим для уравнения (2) гомотопию

	
1 (1 )[ ( ( , )) ( )]

( , ) [ ( ( , )) ( ) ( ( , ))] 0,
( , )( , ) .

[ ( , , { }

,

, )

0

]M

k

p L v x p g x
H p c L v x p g x N v x p

v x pB

v x p a a

v x p
x

= − + +
+ + + =

∂  = ∂ 

H[
	 (3)

Здесь [0,1]p∈  – встраиваемый параметр; ( )H p  – вспомогательная функция, причем такая, 
что 0( , )mH p c ≠  при 0p ≠  и 0,(0, )mH c =  mc  ( 1, 2, ...)m =  – коэффициенты, которые подле-
жат определению [9; 10]; ( , )v x p  – неизвестная функция с ограничениями при 0p =  и 1p = :

	 0( , 0) ( ), ( ,1) ( ).v x u x v x u x= =

Вспомогательную функцию ( , )mH p c  зададим в виде

	
1

,( , )
M m

m m
m

H p c c p
=

= ∑

где M – порядок приближения, в котором находится функция u(x).

 [
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При p = 0 имеем линейное дифференциальное уравнение

	 0
0

0( )( ) ( ) 0, , 0,u x uL g x B u
x

 
 
 

∂+ = =
∂

	 (4)

из которого находится начальное (нулевое) приближение 0( ).u x  
Запишем функцию ( , )v x p  в виде разложения по параметру p:

	 1 0
1

1) ( ) .( , { , }, ,( { , })M
m

Mm
m

v x c c p u x u px c c
∞

=
= + ∑ 	 (5)

Если коэффициенты  выбраны таким образом, что при p = 1 ряд сходится, то тогда 

	 0
1

( ) ( ) ( ).m
m

u x u x u x
∞

=
= + ∑

Приближенное решение выразится как

	 1
0

., { ,( ) ( })
M

M m
m

Mu x c cu xu
=

≈ = ∑ 	 (6)

Для приближенного решения (6) определяем невязку дифференциального уравнения (2):
	 1 (, { , .}( ) ) ( ) ( )M MMR L u g x Nx c uc = + +  	 (7)

Минимизация остаточной квадратичной ошибки

	
2

1
1

2 ,{ , } n( ) mi
x

M

x
J cR dxx c= →∫ 	 (8)

позволяет определить коэффициенты 1{ , }Mc c  как решение системы нелинейных алгебраиче-
ских уравнений, удовлетворяющих условиям

	
1 2

... 0.
M

J J J
c c c
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

	 (9)

Предельное гомотопическое разложение ( , , )v p

H  уравнения (2) нарушает постулат теории 
гомотопии, в частности, когда левая часть уравнения (2), входящая в (3), сохраняет исходный вид 
при p = 1. Построим для уравнения (2) гомотопию следующего вида:

	
1 1( ( , )) ( ) ( , { , }) ( ( , )) 0,

( , )( , ), 0,

[ ( , , { , })] MM NL v x p g x F p a a N v x p
v x pB v x

x

v x p a a

p

= + + =

∂  = ∂ 

H
	 (10)

где 

	 1
1

({ , }, ) .
M m

N M m
m

F a a p a p
=

= ∑

При p = 0 из уравнения (10) имеем

	
1( ( ,1)) ( ) ({ , },1) ( ( ,1)) 0 ( ( )) ( ) ( ( )) 0

,( ,1) ( )( ,1), 0 ( ), 0

M
N M NL v x g x F a a N v x L u x g x C N u x

v x u xB v x B u x
x x

 + + =  + + =
   →∂     ∂ = =     ∂  ∂    

	 (11)

где 1 .MM
N mmC a== ∑  В силу 

	 0M
NC >

уравнение (11) не эквивалентно уравнению (2). Можно предположить, что в пределе 

	 ( )1lim lim 1.M M
m NmM M

a C=→∞ →∞
= =∑

 

 
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Тогда деформированное дифференциальное уравнение (11) асимптотически должно стремиться 
к исходному (первоначальному) виду (2):

	
( ) ( ) ( ) 0( ) ( ) ( ) 0

.
, 0, 0 1

M
M N M

M M
M N

L u g x N uL u g x C N u M
uu B uB u C xx

  + + = + + = →∞    → → ∂     ∂    == →        ∂∂     

 





В итоге приближенное решение ( )Mu x  при M →∞  становится предельным точным решением.
Используя гомотопию 1[ ( , , { , })],Mv x p a aH  получим дифференциальное уравнение для функ­

ции ( ).mu x  Зададим условие

	 1

0

[ ( , , { , }) 20, 0,1, , ....]m

m
p

Mv x p a a m
p =

∂
= =

∂

H 	 (12)

При m = 0 из (3) и (12) получаем уравнение (4) для 0( ).u x  При m = 1 имеем уравнение

	 1
1 1 0 1( ) 0, , 0,uL u a N B u

x
∂ + = = ∂ 

	 (13)

совпадающее с уравнением для OHAM. При m = 2 из (11) и (12) получаем новое уравнение

	 2
2 2 0 1 2( ) [ ( ), ( )] 0, , 0.uL u f L u L u B u

x
∂ + = = ∂ 

	 (14) 

Для общего случая, основываясь на (13), (14), запишем

	 0 1( ) [ ( ), ..., ( )] 0, , 0,m
m m m m

uL u f L u L u B u
x−

∂ + = = ∂ 
	 (15)

где mf  – некоторая функция. Введя в рассмотрение обратный интегральный оператор 1( )L− ⋅   
[3–5], согласно которому 
	 1( ( )) ,L L u u− =
из (15) находим решение для m-й составляющей
	 1

0 1( [ ( ), ..., ( )]) ,m m m m mu L f L u L u a x b−
−= − + + 	 (16)

где a и b – константы интегрирования, определяемые из граничных условий (15). 
Из (5) и (16) приходим к решению задачи с порядком приближения M:

	 	 (17)

Тонкое прямоугольное ребро в условиях радиационного охлаждения. Рассмотрим стацио­
нарную задачу установившегося теплопереноса в тонком прямоугольном ребре, излучающем 
в свободное (космическое) пространство радиационным механизмом [11; 12]. Зададим площадь 
поперечного сечения ребра (Ac), его периметр (P), длину (L), коэффициент теплопроводности (λ) 
и излучательную способность (E). Допустим, что основание ребра поддерживается при более 
высокой температуре Tb. Тогда приходим к задаче [11; 12]

	 	 (18)

Заменив космическую температуру Ts абсолютной нулевой температурой 0sT =  и введя безраз-
мерные параметры
	

из (18) приходим к нелинейной задаче

	 	 (19)

 

 
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В [13; 14] получено в неявном виде точное решение данной задачи:

	 	 (20)

Неизвестный параметр θ0 рассматривается как решение нелинейного трансцендентного уравнения, 
вытекающего из (20) при удовлетворении граничному условию θ(1) = 1,  где [ ]zΓ  и 2 1[ , , , ]HG F a b c z  –  
функция Гаусса и гипергеометрическая функция Гаусса соответственно:

	

1

0
1

1 1
2 1

0

[ ] e ,

[ ][ , , , ] (1 ) (1 ) .
[ ] [ ]

z t

b c b a

z t dt

cHG F a b c z t t t z dt
b c b

∞
− −

− − − −

Γ =

Γ
= − −
Γ Γ −

∫

∫

OHAM. Найдем приближенное решение задачи (19) с помощью одного из вариантов OHAM 
[9]. Выделим в уравнении (19), соответственно, линейную и нелинейную части:

	

Для начального (нулевого) приближения имеем уравнение

	 	 (21)

из которого мы можем записать
	 	 (22)

В соответствии с (3) для уравнения (19) имеем гомотопию

	 	 (23)

где

	 	 (24)

Задача для m-го порядка деформации уравнения (23) принимает вид 

	
0

.1 (0) 0, (0 1( ( , )) )
!

0, , m
m

m m
p

dv x p v
dx

v
m p =

∂
=  = = 
∂ 

H 	 (25)

Для 1,3,m =  с учетом (21), (23)–(25), получаем рекуррентные уравнения

	 	 (26)

	 	 (27)

	 	 (28)

Последовательно решив уравнения (26)–(28), находим

	 	 (29)

	 	 (30)

 

 

,
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	 	 (31)

Объединив, в соответствии с (6), решения (22), (29)–(31), получаем окончательное решение

	 	 (32)

Осуществив согласно (7)–(9) минимизацию остаточной квадратичной ошибки J, находим ко-
эффициенты при разных значениях параметра ε. В частности, при ε = 1 имеем

	 c1 = –0,5303001397, c2 = –0,1166236469, c3 = 0,0172924499.	 (33)

Подстановка коэффициентов (33) в (32) дает решение задачи в третьем приближении

	 θ(x) = 0,7790759621 + 0,1856318000x2 + 0,0245217328x4 + 0,0107705051x6.	 (34)

Графики найденных приближенных решений при ε = 0,2, 0,5, 1, 2, 3, 4 и 5 в сравнении с соот-
ветствующими численными решениями (Numerical Solution – NS) приведены на рис. 1, а. Обра-
щает внимание практически полное слияние графиков при ε = 0,2, 0,5, 1 и 2. График абсолютной 
ошибки  при ε = 1 представлен на рис. 1, b. Максимальная абсолютная ошибка 

maxE  в данном случае не превышает 7·10–5. 
LHDM. В соответствии с (10) для уравнения (27) составим гомотопию 

	
2

2 3
1 2 32

4( ) ( ) 0.d vv a p a p a p v
dx

= − + ε+ =H 	 (35)

Применив для (35) формулы (24), (25) и (17), приходим к уравнениям

	 	 (36)

	 	 (37)

	 	 (38)

 

  
                                                    a                                                                                                          b

Рис. 1. Графики распределения температурной функции θ(x) в зависимости от параметра ε (a)  
и графики абсолютной ошибки решений в третьем приближении при ε = 1 (b)

Fig. 1. Graphs of the temperature function θ(x) depending on the parameter ε (a) and graphs of the absolute error  
of the solutions of the problem in the third approximation at ε = 1 (b)
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Решив уравнения (36)–(38), находим
	 	 (39)

	 	 (40)

	 	 (41)

Просуммировав (22), (39)–(41), находим решение задачи в третьем приближении

	
	 (42)

Применив процедуру минимизации остаточной квадратичной ошибки J согласно (7)–(9), на-
ходим коэффициенты {a1, a3}. При ε = 1 имеем

	 a1 = 0,5303001398, a2 = 0,3657055485, a3 = 0,0926338588.	 (43)

Обратим внимание, что сумма найденных коэффициентов достаточно близка единице:

	 3
1 2 3 0,9886395471,aC a a a= + + =

что косвенно свидетельствует о достаточно хорошем аппроксимационном решении. Подстанов-
ка найденных коэффициентов (43) в (42) дает следующее решение:

	 u(x) = 0,7790759621 + 0,1856318000x2 + 0,0245217328x4 + 0,0107705051x6.	 (44)

Найденное с помощью LHDM решение (44) совпадает с аналогичным решением OHAM (34)  
(рис. 1). Такое же совпадение решений имеет место при других значениях ε (рис. 1, а).

	 Проследим за изменением коэффициента M
aC  при 3,5M =  и ε = 1:

	 3
1

2

3

0,5303001398
0,3657055485 0,9886395471,
0,

3
09263 8

:
3858

aM C
a
a
a

=
=
=

 
 = → = 
 
 

	

1

42

3

4

0,5274018400
0,3626639071

0,9985381250,
0,0958761807
0,01259619

4 :

72

aM
a

C

a

a
a

 
 
 = → = 
 


=
=
=
=  

	 (45)

	

1

2

3

4

5

5

0,5316911086
0,3633232550
0,0921652049 0,9998888222.
0,0114312633
0,0012779904

5: aM C

a
a
a
a
a

 



=
=
=
=


 = → = 
 
 
  = 

	 (46)

С увеличением порядка приближения параметр согласования M
aC  стремится к единице.

Запишем в соответствии с найденными коэффициентами (45) и (46) приближенные решения, 
соответственно, при M = 4 и 5:

	
2

4 6 8

0,7791472313 0,1841667316

0,0297 ,019801 0,0045125497 0,002471 73

(

50

)u xx

x x x+

= + +

+ +

	
2 4

6 8 10

0,7791449399 0,1842777674 0,0289413730

0,0063187089 0,0007080419 0,0 .006091689

( )u

x x

x x x

x

+ + +

+

=

+ +

По сравнению с приближением M = 4 максимальная абсолютная ошибка maxE  в приближе-
нии M = 5 уменьшается примерно на порядок (рис. 2).
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Рис. 2. Графики абсолютной ошибки решений в четвертом и пятом приближениях при ε = 1

Fig. 2. Graphs of the absolute error of the solutions of the problem in the fourth and fifth approximations at ε = 1

	 Заключение. В настоящей работе рассмотрено гомотопическое разложение нелинейных 
дифференциальных уравнений (2), которое предполагает деформацию нелинейной части урав-
нения ( )N ⋅  с помощью встраиваемой функции 1 1({ , }, ) ,M m

M mmF a a p a p== ∑  [0,1]:p∈

	 ( )1 1([ ( , { , .}, ) ( ) 0)] M m
mmM L v a p N vv x a a gp == + + =∑H

При p = 1 данная гомотопия предполагает неэквивалентность уравнения 

	
1

( ) ( ) 0, , 0 1
MM M M

M N M N m N
m

L u C N u g C a C
=

+ + = = < ≈∑ 

(в приближении M) исходному дифференциальному уравнению (2), и одновременно эквивалент-
ность лишь в предельном смысле (M →∞ ): 
	 lim 1,M

N
M

C
→∞

=

	 lim ( ( ) ( ) 0) ( ) ( ) 0.M
M N M

M
L u C N u g L u N u g

→∞
+ + = ≡ + + = 

На основе данной концепции предложен метод предельных гомотопических разложений 
(LHDM), который предоставляет наиболее простую и эффективную альтернативную возмож-
ность в получении приближенных решений разного рода нелинейных задач в виде

	 1
0 0 1

1
( ) ( ) ( [ ( ), ..., ( )]) .

M
m m m m

m
u x u x L f L u L u a x b−

−
=

≈ − + +∑

На основе LHDM получено приближенное решение задачи радиационного теплообмена тон-
кого прямоугольного ребра. Метод LHDM дает наиболее компактные и простые по форме ана-
литические решения. Значение параметра согласования M

NC  с каждым новым приближением 
асимптотически стремится к предельному единичному значению. Это позволяет считать пред-
ложенный метод LHDM хорошей и удобной альтернативой.
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