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Многие задачи в теории трансцендентных чисел и теории диофантовых приближений связа-
ны с исследованием свойств множеств действительных, комплексных, и p-адических чисел, ко-
торые для бесконечного числа полиномов из некоторого класса [ ]x⊂   удовлетворяют нера-
венствам 

 31 2( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,ww wP x H P P z H P P H P −− −< < ω <  (1)

где 0, , ,  .i pw x z> ∈ ∈ ω∈    Эти множества имеют сложную структуру и поэтому их 
аппрокси мируют более простыми множествами: действительными интервалами, комплексными 
кругами, p-адическими цилиндрами [1; 2] .

Пусть ( 1 / 2,1 / 2)I ⊂ −  – интервал,  .x I∈  Пусть 0( )  . . .n
nP x a x a= + +  – целочисленный поли-

ном степени n и H(P) – его высота, 0( ) max  .i n iH P a≤ ≤=  Упорядочим корни 1,  . . ., nα α  полинома P 
так, чтобы 1  . . .  .nx x−α ≤ ≤ −α  Пусть Q > Q0, где Q0 достаточно велико, и 1 2, ,  . . .c c  – величины, 
которые зависят только от n . Для обозначения асимптотических соотношений между величина-
ми будем использовать символ Виноградова: f g  означает, что 0f c g≤  для некоторой вели-
чины c0, которая зависит только от n . Также запись f g  означает асимптотическую эквива-
лентность f и g, т . е .  .f g f   В дальнейшем мы будем рассматривать полиномы из множества 

( ) { [ ] : deg , ( ) } .n Q P x P n H P Q= ∈ ≤ ≤ 

 Кудин А . С ., 2015 .
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Решения первого неравенства (1) лежат [1] в интервалах вида 11
1 12 ( ) ( ) ,nx P x P −− ′− α < α  ко-

торые могут быть велики при малых значениях 1( )  .P′ α  Решение этой проблемы было предло-
жено Р . Бейкером [3] . Для 0v ≥  введем обозначение 1

1( , ) { ( ) : , ( ) } .v
n nQ v P Q x I P Q −′= ∈ ∃ ∈ α <   

Бейкер доказал, что 1 min( ,1)( , ) ,n v
n Q v Q + −   и это позволило ему найти при больших значениях 

1w n>  точную оценку сверху размерности Хаусдорфа множества действительных чисел, кото-
рые удовлетворяют первому неравенству (1) для бесконечного числа полиномов [ ],P x∈  
deg  .P n=  

В данной работе мы получаем обобщение результата Бейкера для специального класса по-
линомов и любых значений v . Центральным моментом доказательства Спринджуком проблемы 
Малера и ее обобщений является рассмотрение неравенства (1) для полиномов P(x), у которых 

1 1 2( )  .nP a′ α α −α  Обозначим как ( , )n Q v  множество ненулевых полиномов ( ),nP Q∈  ко-
торые имеют корень 1 Iα ∈  с условием 1

1( ) vP Q −′ α <  и при этом 1 1 2( )  .nP a′ α α −α  Очевид-
но, что ( , ) ( , ) .n nQ v Q v⊂   В работе будет доказана следующая теорема . 

Т е о р е м а 1 . Существует положительная константа 1 1( )c c n=  такая, что при 1
2
nv< ≤   

и 0 ( , , )Q Q n v I>  выполняется 1
1# ( , )  .n v

n Q v c Q + −<
В доказательстве теоремы 1 будут использоваться следующие утверждения .
Л е м м а 1 . Пусть 0δ >  – некоторое действительное число, n – натуральное, 0 ( , )Q Q n> δ  – 

достаточно большое действительное число. Далее пусть 1 2( ), ( ) ( ), 0,nP x P x Qm∈ m >  – полино-
мы без общих корней. Тогда, если для всех x из некоторого интервала ( , ),I n n⊂ −  ,I Q−h=  

0,h >  выполняются неравенства 1 2max( ( ) , ( ) ) , 0,P x P x Q−τ< τ >  то 

 2max( , 0) 2  .nτ + m + τ + m − h < m + δ

Л е м м а 2 . Пусть 0δ >  – некоторое действительное число, 1 2,n n  – натуральные числа, 
0 ( , )Q Q n> δ  – достаточно большое действительное число. Далее пусть 1

11( ) ( ),nP x Qm∈  
2

22 ( ) ( ),nP x Qm∈  1 2, 0,m m >  – полиномы без общих корней. Тогда, если для некоторого транс-
цен дентного α выполняются неравенства 1

1( ) ,P Q−τα <  2
2 ( ) ,P Q−τα <  то 

 1 2 1 2 2 1min( , )  .n nτ τ < m + m + δ

Л е м м а 3 . Пусть 1( ),  . . ., ( ),Nt x t x  ,N Qτ
  0,τ >  – целочисленные полиномы степени не более 

n, среди которых нет двух без общих корней. Тогда из них можно выбрать полиномы 
1( ),  . . ., ( ), ,Ms x s x M Qτ

  которые представимы в виде ( ) ( ) ( ),i is x k x d x=  где все ki(x) не имеют 
общих корней с d(x), а также среди ki(x) найдутся хотя бы два без общих корней.

Леммы 1 и 3 доказаны в [4], лемма 2 доказана в [5] .
Л е м м а 4 . Пусть 1 2 0 0, , ,s tθ θ  – действительные числа, 0 0, 0 .s t >  Тогда система неравенств 

 0 0 1

0 0 2

( )( ) ,
( ) ( ) ,
s s t t
s s t s t t
− − ≥ θ

 − + − ≥ θ
 

не имеет решений 00 ,s s≤ ≤  00 ,t t≤ ≤  если

 
,

 .
s t

s t
2 0 0

1 2 0 0

2θ >
θ + θ >

   (2)

Л е м м а 5 . Пусть 0 0,s t  – действительные числа, 0 2,s ≥  0 0 .t >  Тогда

 
0

0

0 0 0 01 1 0
0

1 2max min( ( 1), ( )( 1)) 1  .
4s s

t t

t s t t s s t s
s≤ ≤ −

≤ ≤

 
+ − − + ≤ + 

 
 

Доказательства лемм 4 и 5 не сложны .
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Опишем схему доказательства теоремы 1 . Предположим, что верно противное, т . е . 
1

1# ( , )  .n v
n Q v c Q + −≥  Разобъем интервал I на интервалы Ii, ,v

iI Q−=  и будем говорить, что по-
лином ( , )nP Q v∈  принадлежит интервалу Ii, если у него найдется корень 1 ,iIα ∈  для которого 

1
1( ) vP Q −′ α <  и 1 1 2( )  .nP a′ α α −α  Если P принадлежит нескольким интервалам Ii, будем счи-

тать, что он принадлежит лишь одному их них . Обозначим множество полиномов, которые при-
надлежат данному интервалу Ii, как ( , , ) .n iQ v I  Используя ряд Тейлора с остаточным членом  
в форме Лагранжа, оценим ( )P x  и ( )P x′  на интервале Ii:

 2 1 3 1 2 1 2
1 1 1 1

1( ) ( ) ( ) ,
2

v v v vP x P x P x Q Q n Q Q Q− − − −′ ′′≤ α −α + ξ −α ≤ +   (3)

 1 3 1 1
1 2 1( ) ( ) ( ) ,v v vP x P P x Q n Q Q Q− − −′ ′ ′′≤ α + ξ −α ≤ +   (4)

где 1 2 1, , ( , ) .ix I x∈ ξ ξ ∈ α
Пусть 1( ) ,l lT −ρ = ρ =  где 00 l l≤ ≤  – целое число, и 0 0 ( ),l l n=  ( )T T n=  – достаточно боль шие 

целые числа . Нетрудно доказать, что существует 10 v T −≤ ρ ≤ −  такое, что среди интервалов Ii 
найдется не менее 

1
2

v Tc Q
−−ρ−  интервалов Ji таких, что 1 2

3# ( , , ) ,n v
n iQ v J c Q + − +ρ≥  где 

1 1
2 2 0( ) 2 ( )c c n l n− −= =  и 1

3 3 1( ) 2 ( ) .c c n c n−= =  Рассмотрим каждый интервал Ji . Представим 
n + 1 – 2v + ρ в виде 1 21 2 ,n v k+ − + ρ = + h + h  где 0 2k n v≤ ≤ −  – целое число и 1 2, 0h h >  – дей-
ствительные числа . С помощью принципа ящиков Дирихле получим из 1 2

3
n vc Q + − +ρ  полиномов P 

степени не более n, принадлежащих Ji, полиномы R степени не более m = n – k, количество кото-
рых не менее 2

4 ,c Qh  а также используем 1h  для уменьшения их высоты . Очевидно, что мы мо-
жем брать любое натуральное [2 , ] .m v n∈  Также, очевидно, что 3m ≥  и 1 21 2 ,m v+ + ρ = + h + h  
откуда вытекает 1 2 1 .h + h ≥  Возьмем 5 1

2 2  .n− −h =  Коэффициенты 2 ,  . . ., na a  полиномов P прини-
мают значения из интервалов [ , ],eL Q Q= −  2,  . . ., ,e n=  которые мы покроем интервалами ,  .

ee fD  
Пусть 1

, ee f Q −σD =  для 2,  . . .,e m=  и , 1ee fD =  для 1,  . . ., ,e m n= +  где 1
1( 1)  .m −σ = h −  Ясно, что ко-

личество , ee fD  в покрытии не превосходит ,/ ,ee e fL D   откуда следует ,#{ } 2 4ee f Q Qσ σ D ≤ ≤   
для 2,  . . .,e m=  и ,#{ } 2ee f QD ≤  для 1,  . . .,  .e m n= +  Таким образом, множество параллелепипедов 

22, , . . . nf n fD × ×D  образует покрытие параллелепипеда 2  . . . nL L× ×  с количеством элементов 
1

2
2( 1)

2, ,#{  . . . } 2  .n
n k

f n f Q− +hD × ×D ≤  Пусть 2( 1) 1
3 42 ,nc c− +≥  тогда

 P 2
22, , 4# ( , , ) #{  . . . }2 ,nn i f n fQ v J c Qh≥ D × ×D

откуда следует, что существует параллелепипед 22, , . . . ,nf n fD × ×D  в который попало не менее 
2

42c Qh  различных полиномов Pj . Получим не менее 2
4c Qh  различных ненулевых полиномов 

0( ) ( ) ( ),j jR x P x P x= −  для которых с учетом (3) и (4) справедливо

 

1
2

1 2

1

deg ,

max( ,  . . ., ) ,

( ) , ,

( ) ,  .

j

m
v

i
v

i

R m

a a Q

R x Q x J

R x Q x J

−σ

−

−

≤


≤


∀ ∈
 ′ ∀ ∈





  (5)

Если 1 0,− σ <  то deg ( ) 1 .jR x ≤  Так как 1
1 ( ) ,va R x Q −′=   то 1 0a =  при 0 .Q Q>  Аналогично,  

0 0 .a =  Получаем противоречие . Следовательно, 1 0 1 ,v− σ ≥ > −  откуда с учетом 1 ( )vQ R x− ′ =

1
2 1 . . . 2 ,m

mma x a x a− + + +  получаем 1 1 1
1  .va Q Q Q−σ − −σ+   Аналогично, 1

0  .a Q −σ
  Таким 

образом, 1( )  .jH R Q −σ
  Из оценок для ( )jH R  и ( )R x  следует, что для 6 2

1 2 n− −ε =  при 0 ( )Q Q n>  
справедливо

 
1

1

1 1
5

1 2 1 2
6

( ) ,

( )  .
j

v v

H R c Q Q Q

R x c Q Q Q

−σ ε −σ

− ε −

 ≤ ≤


≤ ≤
 (6)
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Предположим, что среди полиномов jR  найдутся два полинома без общих корней . Применяя 
для них лемму 1 и используя равенство 1 21 2 ,v m− = − −ρ + h + h  получим при 6 2

1 2 n− −δ =   
и 0 ( )Q Q n>  неравенство

 1 2 1 1 1 13(( ) (1 )) 2 2 (1 ) ,m v m+ ρ −h −h − ε + − σ + ε − < − σ + ε + δ

которое с помощью эквивалентных преобразований приведем к виду

 2
1 2 1(2 3) ( 3) 2 ( 1) (2 3) (2 2 ) .m m v m m m mρ − + − + < δ − + h − + ε −  (7)

Так как (2 3) ( 3) 2 2m m vρ − + − + >  и 2
1 2 12 ( 1) (2 3) (2 2 ),m m m m≥ δ − + h − + ε −  неравенство (7) про-

тиворечиво .
В случае, когда среди полиномов jR  не существует двух полиномов без общих корней, из 

леммы 3 следует, что среди jR  найдется не менее 2
5c Qh  полиномов, представимых в виде 

( ) ( ) ( ),j jR x k x d x=  где ( )jk x  не имеют общих корней с ( ),d x  и найдутся 1( ),k x  2 ( )k x  без общих кор-
ней . Введем обозначения 0 11t = −σ + ε  и 0  .s m=  Пусть deg ( )d x s=  и ( ( ))  .tH d x Q=  Тогда из (5) и (6) 
вытекает 0deg ( )jk x s s≤ −  и 0( ( ))  .t t

jH k x Q −≤  Из определения P ( , )n Q v  следует, что полиномы 
1( ),k x  2 ( ),k x  и ( )d x  имеют корни на интервале  .iJ  Раскладывая их в ряд Тейлора в окрестности 

этих корней, для 6 2
2 2 n− −δ =  получим при 0 ( )Q Q n>  оценки

 
0 0 2

2

6

7

( ) ( ) , , 1, 2,

( ) ( ) ,  .

t t v t t v
j i

t v t v
i

k x c n Q Q Q x J j

d x c n Q Q Q x J

− − − − +δ

− − +δ

 ≤ ≤ ∀ ∈ =


≤ ≤ ∀ ∈
 

Применим лемму 2 к полиномам 1( )k x  и ( )d x  в некоторой трансцендентной точке интервала  .iJ  
Заметим, что 0 2 1 21 1,t + δ = − σ + ε + δ ≤  откуда и из 1 0 2t t v−τ = − − + δ  и 2 2t v−τ = − + δ  получаем

 1 2 0 0 21 min( , ) ( ) ( )  .v s s t s t t− ≤ τ τ < − + − + δ  (8)

Далее применим лемму 1 к полиномам 1( ),k x  2 ( )k x  на интервале iJ  и получим неравенство

 2 0 0 22( )( )  .v s s t t− δ < − − + δ  (9)

Неравенства (8) и (9) дают систему неравенств

 1 2 0 0

2 2 0 0

( )( ),
2

1 ( ) ( ) .

v s s t t

v s s t s t t

θ = − δ < − −

θ = − − δ < − + −

  (10)

Пусть  .vρ = ξ  Докажем, что при 1 / 2ξ ≥  система неравенств (10) противоречива . Применим лем- 
му 4 . Если 1 2 ,θ ≤ θ  что эквивалентно 2,v ≥  то из второго неравенства системы (2) следует первое . 
Запишем второе неравенство системы (2):

 2
1 1 2

2 2 3(1 ) 1 2 ,
1 2

vm m v
m

−ρ − + h − σ + ε = + ε < − − δ − 

которое тождественно

 2
2 2 1(1 / 2 3 / 2) 1 (2 2) ( ) .v m m m m m m m− ξ + < + − δ − − h − ε −

Так как 1 / 2ξ ≥  и 0,v ≥  достаточно, чтобы выполнялось

 2
2 2 1

3 1 (2 2) ( ) .
2

v m m m m m< + − δ − − h − ε −

Последнее неравенство истинно, так как 2v m≤  и 2
2 2 11 (2 2) ( ) .m m m m> δ − + h + ε −

Если 1 2 ,θ > θ  что эквивалентно 2,v <  то из первого неравенства системы (2) следует второе . 
Запишем первое неравенство системы (2):
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 2
1 1 2

2 2(1 ) 2 2 2 ,
1

vm m v
m

−ρ − + h − σ + ε = + ε < − − δ − 
 

что эквивалентно

 2
2 2 1(2 ) 2 (2 2) ( ) .v m m m m m− ξ < − δ − − h − ε −

Далее, 1 / 2,ξ ≥  3,m ≥  и 0,v ≥  поэтому достаточно, чтобы выполнялось

 2
2 2 1

1 2 (2 2) ( ) .
2

v m m m m< − δ − − h − ε −

Последнее неравенство истинно, так как 2v <  и 2
2 2 11 (2 2) ( ) .m m m m> δ − + h + ε −

Докажем, что при 2 / 3ξ ≤  также получаем противоречие . Определим множество полиномов 

 0 0
0

1 2( ) : deg , ( ) , ( 1) 1
4

t
nP Q P s H P Q s t s t

s
  ∈ = ≤ + ≤ +  

  
= 

и получим оценку его мощности 

 
0 0

0

1 21
( 1) 4

8 9
0

# ( ) ( )  .
s tn s t s

s
c n Q c n Q

 + +  

=
≤ ≤∑

Согласно лемме 5, хотя бы один полином из 1( )k x  и ( )d x  принадлежит множеству ,  а так как 
1( )k x  и ( )d x  имеют корни на интервале ,iJ  то количество интервалов iJ  не превосходит (# ) .n   

Таким образом, получаем неравенство 

 
0 01

0

1 21
4

2 9( ) #{ } ( ) ,
s t

v T s
ic n Q J nc n Q

−
 + −ρ−  ≤ ≤

откуда при 6 2
3 2 n− −δ =  и 0 ( )Q Q n>  следует 1

0 0 3
0

1 21  .
4

v T t s
s

−  − ρ − ≤ + + δ 
 

 Запишем противопо-
ложное неравенство

 1
1 3

1 21 (1 ) ,
4

v T m
m

−  − ρ − > + − σ + ε + δ 
 

и с помощью эквивалентных преобразований получим

 4
3 1 4 3 2 2 ,
2

m v v − ρ + > − ρ − + δ 
 

где 1
4 3 2 1

1( )( 1) ( 2)( ( 1)) .
4

T m m m−δ = + δ − + + h + ε −  Так как 2 / 3vρ ≤  и 2 ,v m≤  то достаточно, что-
бы выполнялось

 4
32 1 4 3 2 2 ,
2

v v v − ρ + > − ρ − + δ 
 

что эквивалентно 2
42 2 2 2 (3 3) .v v v− + > δ + ρ −  Далее, 1v >  и 2 / 3 ,vρ ≤  поэтому достаточно дока-

зать неравенство 2
42 2 2 2 2 / 3 (3 3),v v v v− + > δ + −  которое тождественно

 1
4 3 2 1

11 ( )( 1) ( 2)( ( 1)) .
4

T m m m−> δ = + δ − + + h + ε −

Последнее неравенство истинно при 5( ) 2  .T n n=
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