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Для линейных нестационарных систем наблюдения со скалярным выходом получены необходимые и доста�
точные условия приводимости к системам наблюдения в форме Шварца с помощью непрерывно дифференцируемой 
группы .
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The necessary and sufficient conditions for linear time�varying observation systems with scalar output to be transformed 

to the Schwarz form under the action of a linear continuously differentiable group are obtained .
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Введение. Исследование структурных свойств динамических систем часто основывается на 

преобразовании их к некоторой простейшей (канонической) форме . Выбор группы преобра�
зований и вида канонической системы определяется изучаемыми свойствами . Общая концепция 
исследования линейных систем управления�наблюдения, основанная на классификации их отно�
сительно действия различных групп преобразований, изложена в [1] . Реализация этой концепции 
достаточно полно разработана в [2−9] .

 В данной работе, продолжающей исследования [1−9], получены необходимые и достаточные 
условия приводимости линейных нестационарных систем наблюдения со скалярным выходом  
к форме Шварца [10−12] . Важность систем Шварца в первую очередь состоит в том, что для них 
достаточно просто находятся функции Ляпунова .

Функции Ляпунова для систем Шварца. Рассмотрим на полупрямой R+ линейную 
нестационарную систему обыкновенных дифференциальных уравнений

  ( ) ( ) ( ),x t A t x t=    (1)

где ( )x t  − n�вектор�столбец состояний, а ( )A t  – непрерывная на R+ ( )n n× �матрица . 
Для системы (1) функции Ляпунова чаще всего строятся в виде квадратичной формы, что 

приводит к необходимости решать матричное уравнение Ляпунова

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),dP t A t P t P t A t Q t
dt

′+ + =   (2)
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в котором ( ) ( ( ))i jQ t q t=  – непрерывная симметричная отрицательно определенная ( )n n× �мат�
рица . Решение уравнения Ляпунова (2) сильно упрощается, если матрица ( )A t  представлена  
в форме Шварца
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где ( )ih t  − непрерывные на R+ функции . Например, если 3n =  и матрица ( )H t  стационарна, то 
элементы i jp  матрицы P при условии 0 ( 0,1,2)ih i≠ =  определяются следующим образом:
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Пусть матрица ( )H t  нестационарна и 
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Решение уравнения (2) будем искать в виде 1 2 3( ) diag( ( ), ( ), ( )) .P t p t p t p t=  Простые вычисле� 
ния показывают, что в этом случае

 0 0 0
1 11 1 2 22 2 3 23 1 22 2( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t t t

t t t
p t q d C p t q d C p t q t h t q d C

 
= τ τ + = τ τ + = − τ τ +  

 
∫ ∫ ∫
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33 23 2 23 1 22 2 1 22 2 22 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )  .

t t

t t
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∫ ∫



Форма Шварца для систем наблюдения. Присоединим к системе (1) скалярный выход 

 0 1( ) ( ) ( ), [ , ]y t c t x t t T t t= ∈ = ,  (4)

с непрерывной n�вектор строкой ( ) .c t  Для краткости систему наблюдения (1), (4) отождествим  
с парой ( , ) .A c

Пусть G − группа всех невырожденных при каждом t T∈  квадратных ( )n n× �матриц ( ),G t  
принадлежащих 1( , ) .n nC T R ×  Действие группы G на паре ( , )A c  зададим стандартным образом 

  1 1( , ) ( , ) ,,G A c G AG G G cG G− −∗ = − ∈ G    (5)

а символом O( , )A c  будем обозначать орбиту пары ( , )A c  относительно действия группы G . 
Говорят, что система (1), (4) обладает формой Шварца, если в множестве O( , )A c  существует 

система 0( , ),H c  где ( )H t  матрица вида (3), а 0 (0, 0,  . . ., 1) .c =  
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Отметим, что если в орбите O( , )A c  пары ( , )A c  существует форма Шварца, то, вообще говоря, 
она не является единственной . Например, если 3n =  и для системы ( , )A c  существует форма 
Шварца
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то у этой системы имеется множество форм Шварца
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∫  С – произвольная постоянная . Других форм Шварца, кроме ука�

занных, в данном случае нет .
З а м е ч а н и е . Если предположить, что 0 ( ) 1,h t ≡  то при 2, 3, 4n =  форма Шварца един-

ственна.
Условия существования формы Шварца. Анализ соотношения (5) показывает, что для 

существования формы Шварца 0( , )H c  необходимо выполнение условий 
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Считая их выполненными, определим функции ( )i jb t  и n�вектор функции ( ) ( 1, 2, , )ip t i n=   
по правилу
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( 1, 2, , 1) .i n= −

Справедлива
Т е о р е м а 1. Пусть элементы ( )n n× -матрицы A(t) (2n – 2) раза, а элементы n-вектор 

функции c(t) (2n – 1) раз непрерывно дифференцируемы на T. Система ( , )A c  обладает формой 
Шварца тогда и только тогда, когда выполняются условия , 1( ) 0, ( 1, 2, , ) .i ib t t T i n− ≠ ∈ = 

Формы Шварца тесно связаны с каноническими формами Фробениуса 0 0( , ),A c  0
, 1( ) ( i jA t += δ +  

1 , 1( ))n
n j i i jt− =δ a  ( i jδ  − символ Кронекера), которые широко используются в математической 

теории систем [1; 2; 13; 14] . Например, для систем пятого порядка форма Шварца 0( , )H c  пре�
образуется к канонической форме Фробениуса с помощью следующей матрицы:
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при этом функции, определяющие каноническую форму Фробениуса, находятся по формулам
 4 4 3 0 1 2 3( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t h t t h t h t h t h ta = a = + + +

 2 0 1 2 4 0 1 2( ) 3 ( ) 2 ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )),t h t h t h t h t h t h t h ta = − − − − + +  

 1 0 1 4 0 1 0 2 3 0 1( ) 3 ( ) ( ) ( )(2 ( ) ( )) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )),t h t h t h t h t h t h t h t h t h t h ta = + + + − − +   

 0 0 0 2 0 2 4 0 0 2 0 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) .t h t h t h t h t h t h t h t h t h t h t h ta = − + + − − +    

Заметим, что несмотря на неединственность формы Шварца, из всех таких форм, находя�
щихся в орбите O( , ),A c  получается одна и та же каноническая форма Фробениуса .

Форма Шварца для равномерно наблюдаемых систем. Рассмотрим равномерно наблю�
даемую систему ( , )A c  класса n [1; 2] .  Для нее существует непрерывно дифференцируемая невы�
рожденная при каждом t T∈  матрица наблюдаемости ( ),S t  строки которой находятся по рекур�
рентным формулам
 0 1( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( 0,1, , 1) .i i is t c t s t s t A t s t i n+= = + = −



 Пусть 1
1 2( ( ), ( ), , ( )) ( ) ( )n nf t f t f t s t S t−=  [1; 2] – полный инвариант пары ( , )A c  относительно 

действия группы G . 
Т е о р е м а 2. Форма Шварца для равномерно наблюдаемых систем ( , )A c  класса n су-

ществует тогда и только тогда, когда 1( , ) ( 1, 2, , ) .i
if C T R i n−∈ =   

Например, для системы третьего порядка функции 0 1 2( ), ( ), ( ),h t h t h t  определяющие форму 
Шварца, находятся по формулам

 2 3 0 2 1 3( ) ( ), ( ) ( ) ( ) 2 ( ),h t f t h t f t h t f t= = − −

 0 0 0
1 3 1 3 2 3 3 3 3( ) exp ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ))exp ( ) ,

t t t

t t t
h t f d C f f f f f f f d d

    
 = − τ τ + τ + τ τ − τ − τ τ − ξ ξ τ           

∫ ∫ ∫ 

где С – произвольная постоянная . Коэффициенты же канонической формы Фробениуса в данном 
случае имеют вид

 2 3 1 2 3 0 1 2 3( ) ( ), ( ) ( ) 2 ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) .t f t t f t f t t f t f t f ta = a = − a = − + 
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