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Введение. Ставшая уже классической теорема двойственности Ч. Феффермана [1] устанав-
ливает топологический изоморфизм между пространством функций ограниченной средней ос-
цилляции на группе Rn и сопряженным к пространству Харди н1 на этой группе. Аналогичный 
результат (также называемый теоремой двойственности Ч. Феффермана) справедлив и для груп-
пы вращений окружности (см., напр., [2, c. 269]). В данной работе приводится обобщение этой 
теоремы на случай компактной абелевой группы с линейно упорядоченной группой характеров. 
Рассмотрения основаны на результатах работ [3] и [4].

Обозначения и вспомогательные сведения. Всюду ниже G есть нетривиальная связная 
компактная абелева группа с нормированной мерой Хаара т и линейно упорядоченной груп-
пой характеров X, Х+ – положительный конус в X. Тоже можно выразить, сказав, что в группе 
X выделена подполугруппа Χ+, содержащая единичный характер 1 и такая, что 1 { }Х Х −

+ + = 1  
и 1 .Х Х X−

+ + =  При этом полугруппа Х+ индуцирует в X линейный порядок, согласо ванный со 
структурой группы, по правилу ξ ≤ χ, если χξ–1 c X+. Далее мы положим 1 \ { }Х Х −

− += 1  (= Х \ Х+). 
В приложениях в роли X часто выступают подгруппы аддитивной группы Rn, наделенные дис-
кретной топологией, так что G является боровской компактификацией группы X. В частности, 
в качестве X можно взять группу Zn, наделенную лек сикографическим порядком. В этом случае 
G = Тп – n-мерный тор. Другие примеры см. в [5].

Через  мы будем обозначать преобразование Фурье функции φ из L1(G), т. е.

О п р е д е л е н и е  1.  Пространство Харди нp(G) (1 ≤ р ≤ ∞) над G определяется следующим 
образом (см., напр., [6]):

При этом X является ортонормированным базисом пространства L2(G), Х+ – ортонормирован-
ным базисом пространства н2(G). Через р+ мы будем обозначать ортопроектор из L2(G) на н2(G). 
Положим также

0 ( ) { ( ) : 0}.
G

H G f H G fdm∞ ∞= ∈ =∫

Далее нам потребуется преобразование Гильберта на группе G. Для случая линейного по-
рядка на X соответствующая теория принадлежит С. Бохнеру и Г. Хелсону (см., напр., [6, глава 8]), 
более общий подход изложен в [7, глава 6] и [8]. Как показано в этих работах, для любой функ- 
ции и из L2(G, R) существует единственная функция u из L2(G, R), такая, что и + iu∈  н2(G) и u(1) = 0.  
Функция u называется гармонически сопряженной с и. Линейное отображение, получаемое  
в результате продолжения отображения u u  на (комплексное) L2(G) по линейности, называется 
преобразованием гильберта на группе G. Этот оператор ограничен в L2(G).
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О п р е д е л е н и е  2  [4]. определим пространства ВМо(G) функций огра ниченной сред-
ней осцилляции и ВМоА(G) функций ограниченной сред ней осцилляции аналитического типа на 
группе G следующим образом:

ВМо(G) : { : , ( )},f g f g L G∞= + ∈

ВМоА(G) := ВМо(G) ∩ н1(G),
: inf{ : , , ( )} ( ( )).BMO f g f g f g L G BMO G∞

∞ ∞ϕ = + ϕ = + ∈ ϕ∈

Норма пространства ВМоА(G) индуцирована нормой .BMO⋅
Л е м м а  1  [3, Предложение 3]. справедливо равенство векторных про странств ВМоА(G) = 

р+L∞(G), причем норма

1 1 1* : inf{ : , ( )}BMOA g P g g L G∞
+∞ϕ = ϕ = ∈

в пространстве ВМоА(G) эквивалентна норме .BMO⋅
Следующая теорема является основным утверждением данного сообщения и, как уже отме-

чалось, представляет собой обобщение теоремы двой ственности Ч. Феффермана на случай ком-
пактных связных абелевых групп.

Т е о р е м а  1.  справедливо следующее равенство пространств:
(н1(G))* = ВМоА(G)

(с эквивалентностью норм).
Д о к а з а т е л ь с т в о.   Поскольку подпространство н1(G) замкнуто в L1(G), то, как известно, 

 
1 * 1 1( ( )) ( ( )) / ( ( ))H G L G H G∗ ⊥=  (1)

(с равенством норм), где 1( ( ))H G ⊥ – аннулятор подпространства н1(G). Отождествляя сопряженное 
пространство (L1(G))* с L∞(G) посредством полуторалинейной формы , : ,

G
f g f gdm= ∫  имеем

1 1( ( )) { ( ) : , 0 ( )}.H G g L G f g f H G⊥ ∞= ∈ = ∀ ∈

Покажем, что 1
0( ( )) ( ).H G H G⊥ ∞=  В самом деле, включение 1

0( ( )) ( )H G H G⊥ ∞⊂  следует из 
того, что  Если же предположить, что 0 ( ),g H G∞∈  то , 0f g =  для всех характеров 

,f +∈Χ  а значит и для всех аналитических полиномов (линейных комбинаций характеров из Х+). 
Поскольку аналитические полиномы плотны в н1(G) [5, лемма 1], то последнее равенство верно  
и для всех f из н1(G), а потому 1( ( )) .g H G ⊥∈

Итак, равенство (1) может быть записано в виде
1 *

0( ( )) ( ) / ( )H G L G H G∞ ∞=
(с равенством норм).

Положим далее 0[ ] : ( )f f H G∞= +  и зададим отображение

0: ( ) / ( ) ( ) :[ ] .j L G H G P L G f P f∞ ∞ ∞
+ +→ 

Корректность этого определения легко проверяется. Докажем, что отоб ражение j инъектив-
но. Пусть f и g – такие функции из L∞(G), что [ f ] ≠ [g], т. е. 0 ( ).f g H G∞− ∉  Тогда найдется такой 
характер 1,X −

+x∈  что  Используя разложения по базису в L2(G)

выводим отсюда, что P f+  ≠ ,P g+  т. е. j инъективно. Сюръективность и линейность этого отобра-
жения очевидна. Докажем его изометричность. Для функции ( )f L G∞∈  имеем

[ ] inf{ : [ ]}f h h f∞= ∈
 и *

: inf{ : }.
BMOA

P f g P f P g+ + +∞= =

Поэтому из легко проверяемого равенства

[ ] { ( ) : }f g L G P f P g∞
+ += ∈ =



вытекает, что 
*

[ ] .
BMOA

f P f+=  Таким образом, мы получили (с точ ностью до изоморфизма) 
равенство пространств

(н1(G))* = P+L∞(G)
с равенством норм (P+L∞(G) считается наделенным нормой *BMOA⋅ ). Равенство пространств 
P+L∞(G) и ВМоА(G) с эквивалентностью норм следует из леммы 1. Теорема доказана.
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суждения.
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GENERALIZATION OF FEFFERMAN’S DUALITY THEOREM TO THE CASE  
OF COMPACT ABELIAN GROUPS

Summary

It is proved that the dual of Hardy space H1(G) over compact and connected Abelian groups G with totally dual is topologically 
isomorphic to the space ВМоА(G) of functions of bounded mean oscillation of analytic type on G.
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