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В работе [1] доказана положительность на множестве значений вещественного параметра μ 
положительной меры Лебега старшего характеристического показателя системы 

  
2= ( ) , , 0x A t x x tµ ∈ ≥

 ,  (1 )µ  

с матрицей коэффициентов вида 

 ( ) := ln diag[1, 1], 2 1 < 2 ,kA t d k t kµ − − ≤

 

0 1
( ) := ( ) , 2 2 < 2 1,

1 0kA t b k t kµ
 

µ + − ≤ − − 

где , ,kbµ ∈  > 1,kd d≥  k ∈ (в работе [2] тот же результат получен в случае > 16d ).
Системы с такими коэффициентами обладают рядом свойств, позволяющих строить одно- 

параметрические семейства с различными асимптотическими характеристиками. В частности, 
В. М. Миллионщиков использовал их в [3; 4] (см. также [5]) при построении неправильных по 
Ляпунову линейных дифференциальных систем с предельно периодическими и квазипериоди-
ческими коэффициентами.

Обозначим через ( , ),AX t sµ  , 0,t s ≥  матрицу Коши системы (1 )µ  и положим 1( ) := ( , 0) ,Ax t X t eµ µ  
где 1 := (1, 0) .Te
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В [6] установлено (это также вытекает из результатов [1]), что при любых > 1,kd d≥  1,k ≥  
интеграл 

 0
( )x t d

π

µ µ∫
  

(2)

неограниченно возрастает при .t → +∞  Это означает отсутствие равномерных по 0,t ≥  µ∈ 
оценок сверху нормы решений системы (1 )µ .

Случай, когда inf 1,k
k

d
∈Ν

=  остается открытым.

Для каждого n∈ пусть 
=1

:= ,
n

n k
k

bβ ∑  := sup{ln | }.kh d k ∈

В настоящей работе получена оценка нормы решений систем Миллионщикова с помощью 
специальных тригонометрических сумм, позволяющая связать предельное поведение при t → +∞ 
интеграла (2) с ограниченностью соответствующего тригонометрического ряда.

Т е о р е м а 1. Для любого n∈ справедлива оценка 

  

2 ( 2 2 2

=1

)(2 ) 1 (ln ) 4 .
n

i k nhk
k

k
x n d e n h e− µ+β

µ − + ≤∑
  

(3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через 
cos sin

( )
sin cos

U
ϕ − ϕ 

ϕ ≡  ϕ ϕ 
 матрицу поворота на угол ϕ 

против часовой стрелки.
Определим матрицы ( )B ⋅  и ( )D ⋅  равенствами ( ) := ( ),B t A tµ  ( ) 0D t ≡  при 2 < 2 1,k t k≤ +  

0 := {0},k ∈ ∪   и ( ) 0,B t ≡  ( ) := ( )D t A tµ  для всех остальных 0.t ≥
Тогда при любом 0t ≥  выполняется равенство ( ) = ( ) ( ).A t B t D t+
Для всех 0 ,k ∈  [0,1],s ∈  выполняются соотношения (E обозначает единичную матрицу) 

  1 1( 2 1, 2 1) = diag[ , ],s s
A k kX s k k d d −

+ ++ + +   (4) 

  1( 2 , 2 ) = ( 2 , 2 ) = (( ) ),A B kX s k k X s k k U b s++ + µ +   (5) 

  ( 2 1,2 1) = .BX s k k E+ + +   (6)

Тогда для каждого [2 1, 2 ],t k k∈ −  ,k ∈  справедливы равенства 

 

(6)

=1

(5)
1

=1 =1

( , 0) = ( , 2 1) ( (2 1 2 , 2 2 ) (2 2 , 2 2 1))

(2 1 2 , 2 2 ) (( ) ( ).

=

=

k
B B B B

j

k k
B k j k

j j

X t X t k X k j k j X k j k j

X k j k j U b U k− +

− + − − − − −

+ − − µ + = µ + β

∏

∏ ∏
 

(7)

Поскольку матрица ( )B ⋅  – кососимметрическая, ее матрица Коши ортогональна [7, c. 109], 
откуда следует для всех , 0sτ ≥  равенство 

  ( , ) = 1.BX sτ   (8)

Из соотношений (4) и (5) для любых [0,1],s ∈  {0,1}δ∈  вытекают оценки 

  
(4),(5)

11 1 1( 2 ,2 ) max{ diag[ , ] , (( ) ) } = .s s s
A kk k kX s k k d d U b s d−

++ + +µ + + δ + δ µ +≤   (9)

Отсюда для всех 0t ≥  следуют неравенства ([ ]⋅  обозначает целую часть числа) 

 

[ ] 1

=0
[ ] 1 (9)

=0

( , 0) = ( , [ ]) ( 1, )

( , [ ]) ( 1, ) .

t
A A A

k
t

th
A A

k

X t X t t X k k

X t t X k k e

−

µ µ µ

−

µ µ

+ ≤

+

∏

∏ ≤
  

(10)
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В силу формулы Коши [8, c. 47] имеем сотношения 

  0
( ) = ( ) = ( ) ( , ) ( ) ( , 0) .

t
A B D B B B DX t X t X t X t s D s X s ds+ ++ ∫

  
(11)

Отсюда с учетом (8), (10) следуют неравенства 

 

(11)

0

(8),(10)

0
0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , 0)

( , ) ( ) ( , 0) ( ) .sup

= t
A B B B D

t th th
B B D

s

X t X t X t s D s X s ds

X t s D s X s ds te D s the

+

+
≥

− ≤

≤

∫

≤∫
  

(12)

Матрицы 

  

1 0 0 1
, := , := , := =

0 1 1 0
E I J K IJ JI   

−   − −      
(13)

порождают алгебру кватернионов [9, c. 27].
Для любого ϕ∈ имеем равенства 

 

(13)
( ) = ( cos sin ) = cos sin

cos sin = ( cos sin ) = ( ) .
=IU I E J I K

I JI E J I U I
ϕ ϕ − ϕ ϕ − ϕ

ϕ + ϕ ϕ + ϕ −ϕ   
(14)

Отсюда, полагая := ,kkϕ µ + β  поскольку ( ) 0D t ≡  при 2 < 2 1,k t k≤ +  0 ,k ∈  учитывая (7), 
получаем соотношения 

 

(7)2 2
0 2 1

=1
(14)2

2 1
=1 =1

(0, ) ( ) ( , 0) = (0, ) ( ) ( , 0)

( ) (ln ) ( ) (ln ) ( 2 2 ) .

=

=

nn k
B B B Bk

k
n nk

k k k k kk
k k

X s D s X s ds X s D s X s ds

U k I d U k ds d U k I

−

− − µ − β µ + β − µ − β

∑∫ ∫

∑ ∑∫
   

(15)

Вследствие формул (7), (11), (15) справедливы равенства 

 

(11) 2
0

(7),(15)2 2
0 0

=1

(2 , 0) (2 , 0)( (0, ) ( ) ( , 0) ) =

(2 , 0)( (0, ) ( ) ( , 0) ) (2 , ) ( )( ( ) ( ))

( )( (ln ) ( 2 2 )diag[1, 1]) (2 ),

=

=

n
A B B B D

n n
B B B B A B

n
n k k

k

X n X n E X s D s X s ds

X n I X s D s X s ds X n s D s X s X s ds

U n I d U k C n

++

+ + −

µ + β + − µ − β − +

∫

∫ ∫

∑
где

  

0

(8),(12)
2 2 2

0
0

( ) = ( , ) ( )( ( ) ( ))

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0.sup

t
B A B

t th th
B A B

s

C t X t s D s X s X s ds

X t s D s X s X s ds t he D s t h e t
≥

− ≤

− ≤ ≥

∫

≤∫
   

(16)

Тогда выполняются соотношения 

 

2 2 2
1 1 1

=1

1 1
=1

2 (

=1

4 (2 ) = (2 ,0) ( )( (ln ) ( 2 2 )

(2 , 0) ( )( (ln ) ( 2 2 ) =

)(2 ) 1 (ln ) .

nnh
A n k k

k

n
A n k k

k

n
i k k

k
k

n h e C n e X n e U n I d U k e

X n e U n I d U k e

x n d e− µ+β
µ

≥ − µ + β + − µ − β ≥

− µ + β + − µ − β

− +

∑

∑

∑
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Таким образом, верна оценка (3). Теорема доказана.
Следующая теорема 2 содержит оценку отклонения логарифма нормы решения системы (1 )µ  

от модуля соответствующей тригонометрической суммы.

Положим 2 2 2

=1
:= 2 ( )cos 2( )

n
n k k k

k
S d d k− −− µ + β∑ , 1

1
:= ( )maxn k k

k n
h d d −

≤ ≤
− .

Т е о р е м а 2. Для любого n∈ справедлива оценка 

  
2 4

1
ln (2 ) ( 5) .maxn n k

k n
x n S n n h dµ

≤ ≤
− ≤ +

  (17 )n  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых ненулевых векторов T
1 2= ( , ) ,x x x T 2

1 2= ( , )y x x ∈  
обозначим через ( , ) [ , )x y∠ ∈ −π π  угол между векторами х и y, отсчитываемый от х к y по 
направлению против часовой стрелки, т. е. таким образом, что выполняется равенство 

/ | |= ( ( , )) / | | .y y U x y x x∠
Согласно [10, c. 635] справедливы соотношения 

  | || | sin ( , ) = ,x y x y x y∠ ∨   (18)

где 1 2 2 1=x y x y x y∨ −  обозначает псевдоскалярное произведение векторов х и y.
Для любого t= (cos , sin ) ,y ϕ ϕ  ,ϕ∈  полагая 1:= diag[ , ],k k kD d d −  поскольку 1 t= ( cos , sin ) ,k k kD y d d −ϕ ϕ 

1 t= ( cos , sin ) ,k k kD y d d −ϕ ϕ  имеем неравенство | ( , ) | / 2,kD y y∠ ≤ π  откуда, в силу равенства (18), следуют 
соотношения 

 

1
1

2 22 2

1 1 1
1 1

2 2 1 2

( )sin cos2 | ( , ) | | sin ( , ) | = = =
cos sin

( ) | sin cos | ( ) | 2 sin 2 |
= 2 ( ).

|ctg | |tg | 2 ( |ctg | |tg |)

k k k
k k

k k k

k k k k
k k

k k k k

D y y d dD y y D y y
D y y d d

d d d d
d d

d d d d

−
−

−

− − −
− −

− −

∨ − ϕ ϕ
∠ ≤ ∠

ϕ + ϕ

− ϕ ϕ − ϕ
≤ −

ϕ + ϕ + ϕ − ϕ   

 (19)

Положим 0 := 0β  и обозначим 1( ) := ( ) ,k kz U k eµ µ + β  0 := {0}.k ∈ ∪   Предположим, что для 
некоторого 0k ∈  справедлива оценка 

  | ( (2 ), ) | / 2.k kx k z khµ∠ ≤   (20 )k

Тогда, вследствие (19), имеем неравенства 

 

1 1

1 1 1

1 1
1 1 1

| ( (2 2), ) | | ( (2 2), (2 1)) | | ( (2 1), ) | =
| ( (2 1), (2 1)) | | ( ( ) (2 ), ( ) ) |

2 ( ) | ( (2 ), ) | ( 1) / 2.

k k

k k k k

k k k k

x k z x k x k x k z
D x k x k U b x k U b z

d d x k z k h

µ + µ µ µ +

+ µ µ + µ +

− −
+ + µ +

∠ + ≤ ∠ + + + ∠ +

∠ + + + ∠ µ + µ + ≤

− + ∠ ≤ +

Таким образом, выполняется 1(17 )k+ . По индукции, с учетом очевидного равенства в (200), сле-
дует справедливость (20 )n  для всех .n∈

Зафиксируем произвольные k ∈ и .ϕ∈  Имеют место соотношения 

 

2 2 2 2
2 2

2 2 1 22 2
( )sin 2 2( )| (ln ) | = = ( ).

2 ( |ctg | |tg |)cos sin
k k k k

k k k
k k k k

d d d dD y d d
d d d d

− −
−

ϕ − −
− − ϕ −′ ≤ −

ϕ + ϕ + ϕ − ϕ

Отсюда для любых 2, ,y v∈  = ,y v  вытекает оценка 

  

2 2ln ( )| ( , ) | 2 | ( , ) | .k
k k k k

k

D y
d d y v d h y v

D v
−≤ − ∠ ≤ ∠

  
(21 )k
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Справедливы равенства 

 

2 2 22 2
1

1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2

( ) = =cos sin

2 [( ) ( )cos 2 ] = 1 2 ( ) 2 ( )cos 2 .

k k k

k k k k k k k k

D U e d d

d d d d d d d d

−

− − − − − − −

ϕ ϕ + ϕ

+ + − ϕ + − + − ϕ    
(22)

Согласно [11, c. 160] при любом > 1α −  верны неравенства 

 

2
ln(1 ) = ,

1 1
α α

α ≥ + α ≥ α −
+ α + α

из которых, полагая 1 1 2 1 2 2:= 2 ( ) 2 ( )cos 2k k k kd d d d− − − −α − + − ϕ и учитывая (22), получаем соот- 
ношения 

  2
10 2ln ( ) / (1 ).kD U e≥ ϕ − α ≥ −α + α   (23)

В силу (22) выполняются оценки 2 2 22 21 = ,cos sink k kd d d− −+ α ϕ + ϕ ≥  влекущие за собой нера- 
венства 

 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 4 2/ (1 ) [2 ( ) 2 ( )] 4 ( ) (2 ) .k k k k k k k k k k k kd d d d d d d d d d d h− − − − − −α + α ≤ α ≤ − + − ≤ − ≤

Отсюда и из (23) следуют соотношения 

 

4 2 2 2 1 2 2 2 2
1

2 1 2 4 2 4 2

2 ( ) ln ( ) 2 ( )cos 2

2 ( ) .

k k k k k k k k

k k k k k k

d h h d d D U e d d

d d d h d h

− − − −

− −

> > − ≥ ϕ − − ϕ ≥

− − > −   
 (24 )k

Полагая в 1(21 )k+  : (2 1),y x nµ= +  1= (2 1) ,nz x n+ µν +  учитывая 1(20 )n+ , имеем оценки

  
1

1
1 1

1 1

(20 )
2

1 1 1 1 1

(2 2) (2 1)
ln ln ln

(2 1) (2 1)

2 | ( (2 1), ) | ( 1) .
n

n
n n

n n

n n n n n

x n D x n
D z

x n D z x n

d h x n z n d h
+

µ + µ
+ +

µ + + µ

+ + µ + + +

+ +
− = ≤

+ +

∠ + +≤   

 (25)

Полагая 0 := 0,S  получаем в формуле 0(17 ) точное равенство. Предположим неравенство 
(17 )n  справедливым для некоторого .n∈  Тогда в силу 1(24 )n+ , (25) и предположения индукции, 
с учетом вытекающих из (5) равенств 1(2 1) ( ) (2 ) (2 ) ,nx n U b x n x nµ + µ µ+ = µ + =  выполняются 
оценки 

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2
1 1

(2 2)
ln (2 2) ln ln (2 ) ( 2 ( )cos 2(( 1) ))

(2 1)

(2 2)
ln ln (ln 2 ( )cos 2(( 1) ))

(2 1)

(ln (2 ) ) ( 1)

n n n n n

n n n n n n n

n n n

x n
x n S x n S d d n

x n

x n
D z D z d d n

x n

x n S n d h d

µ − −
µ + µ + + +

µ

µ − −
+ + + + + + +

µ

µ + +

+
+ − = + − + − + µ + β =

+

 +
− + − − + µ + β +  + 

− ≤ + + 4 2 2 4
1 1

1

2 4 2 4
1 1

1 1 1 1

( 5) max

(( 1) 5 ( 5)) ( 1)( 6) .max max

n n n k
k n

n k n k
k n k n

h n n h d

h d n n n n n h d

+ +
≤ ≤

+ +
≤ ≤ + ≤ ≤ +

+ + ≤

  + + + + ≤ + + 
 

Таким образом, справедливо соотношение 1(17 )n+ . По индукции теорема 2 доказана.
Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фунда- 

ментальных исследований в рамках совместного белорусско-российского проекта Ф14Р-011.
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