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Цель сообщения – показать, что всякая унитарная инволюция инволютивной простой центральной алгебры A 
над глобальным полем либо полем, когомологическая размерность которого не превосходит 2, разложима относи-
тельно разложения алгебры A в примарные компоненты . 
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The aim of the presented article is to prove that any unitary involution of involutory central simple algebra A over a global 
field or over a field of cohomological dimension not greater than 2 is decomposable with respect to the decomposition of A into 
primary components .

Keywords: algebras with unitary involutions, cyclic division algebras, decomposable involutions .

Введение. Пусть K – поле характеристики отличной от 2, A – конечномерная центральная 
K-алгебра с делением и инволюцией τ . 

О п р е д е л е н и е . Пусть A = A1 K⊗ A2 K⊗ … K⊗ At – разложение A в тензорное произведение 
простых центральных K-алгебр. Инволюция τ (алгебра A) называется разложимой относи- 
тельного разложения A1 K⊗ A2 K⊗ … K⊗ At, если ,i iA At =  i = 1,…, t, τ = τ1⊗τ2⊗…⊗τt, где τi – ограни-
чение τ на Ai .

Хорошо известно, что все инволюции бывают трех типов: симплектические, ортогональные 
и унитарные . Проблеме разложимости (неразложимости) инволюций, тесно связанной с поняти-
ем их дискриминантов в случае инволюций первых двух видов, посвящено большое количество 
исследований (Кнус, Лэм, Роуэн, Солтман, Тиньоль, Паримала, Сридхаран, Сюреш, Янчевский, 
см ., напр ., [1; 2]) . Случай унитарных инволюций изучен сравнительно мало . В этой работе мы 
интересуемся алгебрами с унитарными циклическими инволюциями и показываем, что во мно-
гих важных случаях они разложимы . Циклические инволюции играют важную роль при изуче-
нии внешних форм анизотропных алгебраических групп типа An . К сожалению, не все унитар-
ные инволюции цикличны [3; 4] . Однако существуют целые важные классы полей K, для кото-
рых цикличность имеет место . Ниже для двух таких классов мы устанавливаем разложимость 
соответствующих инволюций . 

Основная часть. Для формулировки и доказательства основных результатов нам потребу-
ются следующие определения и обозначения .
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О п р е д е л е н и е .  Пусть K / k – сепарабельное квадратичное расширение полей. Унитарная 
K / k-инволюция τ простой центральной K-алгебры A называется циклической относительно ее 
максимального подполя Z, если A обладает максимальным τ-инвариантным подполем Z таким, 
что подполе X неподвижных относительно τ элементов из Z является циклическим расширени-
ем поля k .

Напомним, что через A = (Z / K, σ, γ, n) обозначается циклическая центральная K-алгебра, об-
ладающая максимальным подполем Z, являющимся циклическим расширением поля K степе- 
ни n с образующей σ группы Галуа Gal(Z / K), и элементом Γ таким, что Γn = γ ∈ K и для каждого 
z ∈ Z, ΓzΓ–1 = zσ . Для расширения полей E / F ниже через NE / F обозначено отображение нормы  
из E в F .

Пусть 1 2
1 2

s
sn p p pa a a=   – разложение n в произведение взаимно простых примарных 

степеней . Назовем разложение алгебры A разложением на примарные компоненты, если  
A = A1 K⊗ A2 K⊗ … K⊗ As, где Ai – K-алгебра степени  .i

ipa  Сформулируем теперь первый основной 
результат работы .

Т е о р е м а 1 . В вышеприведенных обозначениях пусть A – простая центральная алгебра не-
четной степени n с циклической инволюцией τ относительно подполя Z. Тогда τ разложима от-
носительно подходящего разложения алгебры A на примарные компоненты .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку группа Галуа Gal(X / k) циклическая, то существует одно-
значное представление X в виде X1 k⊗ X2 k⊗ … k⊗ Xs, где Xi – подполе X, цикличное над k степени 

 .i
ipa  Рассмотрим поля Zi = XiK, i = 1, …, s . Тогда Z = Z1 K⊗ Z2 K⊗ … K⊗ Zs . Положим / in n

iΓ = Γ  (ni = 
i

ipa ) и рассмотрим алгебру Ai = (Zi / K, σi, γ, ni), где σi – образующая группы Галуа Zi / K, индуци-
руемая, очевидно, элементом Γi . Нетрудно видеть, что A = A1 K⊗ A2 K⊗ … K⊗ As – разложение алге-
бры A на примарные компоненты, и для завершения доказательства теоремы достаточно убе-
диться в том, что ,i iA At =  i = 1, …, s . Ясно, что ,i iZ Zt =  поэтому остается показать, что  .i iAtΓ ∈  
Заметим, что наличие у алгебры A инволюции τ влечёт существование элемента x ∈ X со свой-
ством
 NX / k(x) = γγτ .

Далее, пусть α – примитивный элемент расширение X / k . Нетрудно видеть, что α является 
примитивным элементом также и для расширения Z / K . Поскольку в алгебре A имеет место со-
отношение 

 ΓαΓ–1 = ασ,

то применив инволюцию τ к обоим частям последнего равенства, получим

 Γ–τατΓτ = αστ,
или 
 Γ–ταΓτ = ασ .

Из предыдущего немедленно вытекает, что Γτ+1 ∈ Z . Тогда Γτ = zΓ–1, для некоторого z ∈ Z . Далее 

 
1 / 1 1 1 1

/( ) ( )  .i
i

n n
i Z Z iz z z z N zt − − − − −Γ = Γ = Γ Γ Γ = Γ

Так как / ( ,)i iZ ZN z Z∈  то ,i iAtΓ ∈  что и требовалось .
Непосредственным приложением предыдущей теоремы является установление разложимо-

сти унитарных K / k-инволюций в алгебрах нечетного индекса над глобальными полями . 
Т е о р е м а 2 . Пусть K – глобальное поле характеристики отличной от 2, A – центральная 

K-алгебра нечетной степени с унитарной K / k-инволюцией τ . Тогда τ разложима на циклические 
инволюции относительно некоторого разложения алгебры A на примарные компоненты .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, прежде всего, что инволюция τ на самом деле циклична 
ввиду теоремы 5 .3 из [3], а тогда все следует из теоремы 1 . 

З а м е ч а н и е 1 . Для алгебр А малых индексов и глобальных полей K положительной харак-
теристики предыдущий результат был получен совместно с Т. С. Бусел.



Помимо классического случая глобальных полей K применение теоремы 1 оказывается эф-
фективным и в гензелевой ситуации . 

Т е о р е м а 3 . Пусть k – поле частных двумерной превосходной гензелевой локальной обла-
сти целостности с алгебраически замкнутым полем нулевой характеристики и A – централь-
ная простая K-алгебра нечетной степени с унитарной K / k-инволюцией τ . Тогда τ разложима на 
циклические инволюции относительно некоторого разложения алгебры A на примарные компо-
ненты .

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2, поскольку ввиду теоремы 5 .4 из [3], 
всякая K / k-инволюция τ циклична .

З а м е ч а н и е 2 . Предыдущие результаты позволяют редуцировать классификацию алгебр 
с унитарными инволюциями нечетных степеней к алгебрам, степени которых примарны.

Заключение. Установлена разложимость унитарных инволюций в простых центральных ал-
гебрах над глобальными (и другими, см . теорему 3) полями, что позволяет во многих случаях 
сводить изучение унитарных инволюций в алгебрах произвольных нечетных степеней к изуче-
нию инволюций в алгебрах примарных степеней . 
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