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В данной работе найдено значение размерности Хаусдорфа множества точек ( , , )x z ω  из пространства действи-
тельных, комплексных и p-адических чисел, которые с заданным порядком приближаются алгебраическими 
числами .

Основу доказательства составляет метрическая теорема о точном порядке совместного приближения нуля  
в этом пространстве и построение регулярной системы из действительных алгебраических чисел, комплексных 
алгебраических чисел и p-адических алгебраических чисел из  .p
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In this article we found the value of the Hausdorff dimension of a set of points in the space of real, complex and p-adic 
numbers that are approximated with a given order by algebraic numbers .

The proof is based both on the metric theorem on the exact order of a simultaneous approximation of zero in this space 
and on the construction of a regular system of real algebraic numbers, complex algebraic numbers and p-adic algebraic num-
bers of  .p
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Введение. Пусть 

 1
1 1 0( ) , , 0 ,n n

n n jP x a x a x a x a a j n−
−= + +…+ + ⊂ ≤ ≤

полином степени n и высоты 
0

= ( ) = max{| |} .j
j n

H H P a
≤ ≤

 Используя принцип ящиков Дирихле, 
нетрудно доказать, что при w n<  неравенство 

 | ( ) | < wP x H −  (1)

имеет бесконечно много решений в полиномах [ ]P x∈  ( deg P n≤ ) для всех x∈R [1] . 
Определим ( )nL w  как множество точек ,x∈R  для которых неравенство (1) имеет бесконечно 

много решений в полиномах [ ] .P x∈  Равенство 1
2dim ( )L w
w

=  при w > 2 независимо друг от 
друга доказали Ярник [2] и Безикович [3] . В 1932 г . К . Малер [4] предположил, что если > ,w n  то 
мера множества ( )nL w  равна 0 . Его предположение доказал В . Г . Спринджук [5] . Позже Бейкер  
и Шмидт [6] получили точное значение размерности Хаусдорфа множества действительных 
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чисел, приближаемых алгебраическими действительными числами. Затем было доказано [7], 
что значение размерности Хаусдорфа множества ( )nL w  при >w n равно 1 .

1
n
w
+
+

 Кроме того, было 
найдено точное значение размерности Хаусдорфа множества точек евклидова пространства, 
приближаемых точками с рациональными координатами [8], и получена [9] оценка снизу размер­
ности Хаусдорфа в случае приближения нулями невырожденных функций. 

Пусть 1( )Bµ  – мера Лебега некоторого измеримого множества B _ R, 2 ( )Dµ  – мера Лебега 
некоторого измеримого множества D _ C и 3( )Eµ  – мера Хаара некоторого измеримого мно же­
ства .pE ⊂  Определим 1 2 3( ) = ( ) = ( ) ( ) ( ),A B D E B D Eµ µ × × µ µ µ  где = pA B D E× × ⊂ × ×R C   – 
измеримое множество. Пусть 1 2 3( , , )w w w w=  – вектор с действительными координатами, 
удовлетворяющий условию > 0, = 1, 2, 3.iw i

О п р е д е л е н и е 1. Пусть pL ⊂ × ×R C   – измеримое множество и F – счетное множество 
ограниченных подмножеств из .p× ×R C   Для любого > 0ρ  ρ-покрытием множества F будем 
называть величину 
 ( ) = ( ( )) ,

E F
V F a E ρ
ρ

∈
∑

где 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) = sup{| |, | |, | | : , , , ; , }.pa E x x z z x x E z z E E− − ω −ω ∈ ∩ ∈ ∩ ω ω ∈ ∩R C 
Для любого > 0η  определим 

 ( ; ) inf ( ) : , ( ) , .
F E F

m L V F E F a E L Eρ ρ
∈

 
η = ∀ ∈ η ⊂ 

 




Функцию 
 

0
( ) = ( ; )limm L m Lρ ρ

η→ +
η

назовем ρ­мерой множества L. Размерностью Хаусдорфа множества L называется величина 

 dim inf{ : ( ) = 0}.L m Lρ= ρ

Определим ,w n  как множество точек параллелепипеда T = I × K × D, где I _ R, K _ C, 
,pD ⊂  для которых система неравенств 

 1 11 2 3| |< , | |< , | | <w w w
px H z H H− − − − −− α −β ω− γ

имеет бесконечно много решений в полиномах [ ]P x∈ , где α, β, γ – корни полинома P, ,α∈R  
,β∈  pγ∈  и 

 1 2 3 1 2 32 > 2, , , > 0.w w w n w w w+ + −

Данная работа посвящена доказательству следующей теоремы. 
Т е о р е м а 1. При 3n ≥  верно равенство: 

 , ,dim .w n w nS=  (2)

Мы докажем теорему 1 в случае, когда 
 1 2 31 > 1 > .w w w+ +  (3)

Для других соотношений 1 2 3, ,w w w  доказательство будет аналогичным. 
Используя (3), мы можем вычислить Sw,n и найти промежуток, которому он принадлежит: 

 

1 2 3
2 3

1

2 3
, 2 3 3

2

3
3

2 3 2 [3; 4), 2 1;
1

2 (1; 3), 2 1, 1;
1

1 (0;1], 1.

w n

n w w w w w n
w

n w wS w w n w n
w

n w n
w

+ + − − ∈ + < − +
+ + −= ∈ + ≥ − < +

+
 +

∈ ≥ +


Таким образом Sw,n c (0; 4).
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Перед тем как перейти к доказательству теоремы, приведем некоторые вспомогательные 
рассуждения .

Предварительные сведения. Пусть [ ]P x∈  – неприводимый полином над  с высотой 
= ( )H H P  и корнями , ,  .pa∈ b∈ γ∈R C   Будем считать, что P – минимальный полином для ал-

гебраических чисел , ,  .a b γ
Важным элементом доказательства теоремы 1 является построение регулярной системы век-

торов .
О п р е д е л е н и е 2 . Счетное множество Г точек = ( , , )a b γv  из некоторого параллелепипеда 

pV ⊂ × ×R C   с вектор-функцией 0 1 2 3( , ) = ( ( ), ( ), ( ), ( ))N x N N x N x N xv v  называется оптималь-
ной регулярной системой, если существуют константы 1 > 0,c  2 > 0c  и достаточно большое чис- 
ло 0 0= ( , ( , )),M M V N xv  для которых при любом 0>M M  можно выбрать точки 1 2, , , ,t ∈Γv v v   
с условиями 0 ( ) , 1 ,iN M i t≤ ≤ ≤v  так, что параллелепипеды 

 { }1 2 3( ) = ( ; ; ) :| | < ( ), | | < ( ), | | < ( ) , 1 ,i i i i px z x N M z N M N M i tΠ ω −a −b ω− γ ≤ ≤v

не пересекаются, и

 1 2( ) ( )< <  .
( ( )) ( ( ))i i

c V c Vtµ µ
µ Π µ Πv v

Пусть вектор u = (u1; u2; u3) такой, что u1; u2; u3 > 0, u1 + 2u2 + u3 = n – 2 .  В работе [10] было 
доказано, что для любого натурального числа Q система векторов = ( , , )ν a b γ  с функцией 

1 11 2 3( , ) = ( ( ), , , ),w w wN x H x x x− − − − −ν ν  где , ,a b γ – корни одного минимального многочлена сте-
пени n и высоты ( ) < ,H Qν  образует регулярную систему . Это означает, что для любого 
фиксированного параллелепипеда pT ⊂ × ×R C   существует не менее 1

3 ( )nc Q T+ µ  векторов 
= ( , , ) ,Tν a b γ ∈  таких, что параллелепипеды 

 ( 1) ( 1)1 2 3( ) {( ; ; ) :| | < , | | < , | | < }u u u
px z x Q z Q Q− + − + −Π ν = ω −a −b ω− γ

не пересекаются . Обозначим множество всех таких векторов ν через = ( , , , ) .Q n T wΩ Ω
Заметим, что в последние годы регулярные системы строятся на множествах малой меры [11] .
Теперь перейдем к доказательству теоремы 1 .
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 1 . Докажем сначала, что

 , ,dim  .w n w nS≥  (4)

Для каждого Q подберем такое k , что 12 < 2  .k kQ− ≤  Тогда векторы ν из Ω удовлетворяют 
условиям:

1) существует такое число = ( , ),k k n T′ ′  что для любого k k ′≥  найдется не пустой набор век-
торов 1( ) = { , , },k tkA T ν ν  с условием ( ) 2 , 1 ;k

i kH i tν < = …
2) параллелепипеды 

 ( 1) ( 1)1 2 3( , ) = {( ; ; ) :| | < 2 , | |< 2 , | | < 2 }u k u k u k
k i pu x z x z− + − + −Π ν ω −a −b ω− γ

не пересекаются для всех ( )i kA Tν ∈  и 4 5
( 1) ( 1)2 ( ) 2 ( ) .n k n k

kc T t c T+ +µ ≤ ≤ µ�
Обозначим через ( , )kG wν  объединение наибольшего числа кубов со стороной ( 1)12 2 ,k w− +⋅  

взятых внутри параллелепипеда ( , )k wΠ ν  так, что ни один новый куб со стороной ( 1)12 2 k w− +⋅  не 
может пересекать сразу два куба из ( , ) .kG wν  Очевидно, что множество ( , )kG wν  будет содер-
жать не менее (3 2 1)1 2 3

6 2k w w wc − − +  кубов . Для каждого вектора w можно подобрать вектор ( )u u w=  
так, что ( , ) ( , ) .k kw uΠ ν ⊂Π ν  При этом 1 2 3, ,u u u  вычисляются по-разному, в зависимости от 
соотношений между 1 2 3, ,  .w w w  Возможны три случая:

1 . 2
11 < ,

4
nw +

+  тогда 1 2 1[ ; ]u w w∈  и = , = 2, 3;i iu w i  

2 . 2 3
1 11 > , < ,

4 4
n nw w+ +

+  тогда 1 2 3 2= [ 1; ]u u w w∈ −  и 3 3= ;u w  

3 . 3
1> ,

4
nw +  тогда 1 2 3

3= = 1 =  .
4

nu u u −
−  
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Рассмотрим третий случай (для других случаев доказательство будет аналогичным) . 
Выберем подмножество  ( ) ( )k kA T A T⊂  так, что ни один параллелепипед 0 0 0(( ; ; ), ),k x z uΠ ω  

0 0 0( ; ; ) px z ∈ × ×ω     не может пересекать сразу два параллелепипеда ( , )k uΠ ν  для всех 
 ( ),kA Tν∈  и 

7
( 1)( ) 2  .k n

kA T c +>  Существование множества  ( )kA T  следует из построения 
множества Ω .  

Предположим, что существует такое положительное число δ, при котором ,d m ,i w n < ρ  где 

 

1 2 3
2 3

1

2 3
2 3 3

2

3
3

2 3 2 (3; 4), 2 1;
1

2 (1; 3), 2 1, 1;
1

1 (0;1), 1 .

n w w w w w n
w

n w w w w n w n
w

n w n
w

 + + − −
− ∈ + < − +

 + + −= − ∈ + ≥ −

d

ρ d < +
+

 +
− ∈ ≥


d +



 

Тогда существует некоторый счетный набор кубов { }( ),pF E E= ⊂ × ×    которыми мож но 
покрыть все множество , ,w n  и ряд ( ( ))

E F
a E ρ

∈
∑  сходится . Без потери общности можно счи тать, 

что ( ( )) 1 .
E F

a E ρ

∈
<∑  Далее мы построим последовательности подмножеств 0 1 2J J J⊃ ⊃ ⊃…   

и натуральных чисел 0 1 2k k k k′ < < < <…  по следующим правилам .
1 . Пусть 0  .J T=  Множество Jj ( 1)j ≥  является объединением кубов, принадлежащих ,jG  где 

 ( )1

( ( , )) .j k j
A Jk jj

G G w
ν∈ −

= ν


 Количество кубов в Jj обозначим mj .

2 . Jj не пересекается с ,E F∈  если 
( 1)1( ) 2  ., 1

k wja E j
− +

> ≥

3 . 1 2 3 1( 1)( 2 3
8

2 )
2 1 .,

k n w w wj
j

w
m c j

+ + +− d− −
> ≥

Из построения следует, что , ,, ,w nJ J J F∞ ∞ ∞∅⊂ ≠ ⊄  но это противоречит предполагаемому 
неравенству ,d m  .i w n < ρ  Таким образом, построив вышеописанные последовательности, мы 
докажем неравенство ,d m ,i w n < ρ  из которого очевидно следует неравенство (4) .

Без потери общности можно считать, что ( ) 1Tµ =  и ( 1)0 1max( ( )) 2 ,k w

E F
a E − +

∈
<  константа k0 бу дет 

определена позже . Разобьем F на подмножества 1,jF  2 ,jF  3, 1, 2, ,jF j = …  следующим образом:

 

( 1) ( 1)1 1 2

( 1)2 2 3

( 1)3 3 1 1

{ : 2 ( ) 2 };

{ : 2 ( ) 2 };

{ : 2 ( ) 2 } .

k w k wj j
j

k w k wj j
j

k w k wj j
j

F E F a E

F E F a E

F E F a E

− + − +

− + −

− − +−

= ∈ < <

= ∈ < <

= ∈ < <

Обозначим через Hj объединение кубов из Gj, каждый из которых пересекается хотя бы  
с одним кубом из 1 2 3 .j j jF F F∪ ∪  Объединение кубов из \j jG H  обозначим как Jj . Количество 
кубов в Hj и Gj обозначим hj и gj соответственно . Тогда 1 .j jJ J −⊂  Очевидно, что любой куб E из 
множества 1 2 3

j j jF F F∪ ∪  не может пересекать сразу два куба из Jj–1 . Используя это, мы можем 
оценить сверху количество кубов в Hj следующим образом: 

 23 ( 1) (3 2 ) ( 2 3 2 )1 3 41 1 1 2 3

1 2 3

1
9 ( ( )) 2 ( )2 ( ( )) 2  .

k w k w w k n w w wj j j
j

E F E F E Fj j j

c h a E a E a E
+ − + + −+ −−

∈ ∈ ∈

≤ + +∑ ∑ ∑

В зависимости от того, какому промежутку принадлежит ρ, получим следующие оценки .

Пусть (0;1)ρ∈  
3

1  .n
w

ρ d
 +

= − 
 

 Тогда, используя неравенство ( ( )) 1,
E

a E ρ <∑  мы получим:
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( ) ( )
( )

3 ( 1) ( 1) (2 2 )3 11 1 1 2

1 2

( 1) (3 2 1)4 1 2 3

3

( 1) 3 ( 1) ( 1) (2 2 ) (3 12 1 3 1 1

1
9

2 1

( ( )) ( ( )) 2 ( ( )) ( ( )) 2 2

( ( )) ( ( )) 2 2

(2 ) 2 (2 ) 2 2 (2

k w k w k w wj j j
j

E F E Fj j

k n k w w wj j

E Fj

k w k w k w k w k w w k wj j j j j j

c h a E a E a E a E

a E a E

− ρ ρ

ρ

+ + −−ρ −ρ

∈ ∈

+ − − +−ρ

∈

− + + − + − −−ρ −ρ −

≤ + +

<

+ +

∑ ∑

∑

1) ( 2 3 2 )41 1 2 3

(3 1)( 1)3 23 3 ( 1)1 2 ( 2 3 2 )1 2 3 33

(4 1)( 1)3 1 ( 1)1 1 ( 2 3 2 )1 2 33

) 2

2 2

2 2  .

k n w w wj

w n w
k w wj k n w w w ww j

w n w
k wj k n w w ww j

+ + + − −−ρ

 − − +
+ − −d +   + + − − −d 

 − − +
− +d + −   + + − − 

<

+ +

Так как 0,d >  то при достаточно большом kj получаем 

 
( 1)( 1)14( 1) ( 1)1 1 1 ( 2 3 2 )3

9
1 232 2 2  .

n w
k w wj k n w w ww j

jh c

 + +
− + − +d + −   + + − − ≤

Если ρ принадлежит интервалам (1; 3) или (3; 4), то, проводя аналогичные вычисления, 
получаем оценки 

 

( 2 )( 1)2 3 14( 1) ( 1)1 1 1 ( 2 3 2 )1 1 2 32

(4( 1) ( 2 3 2 ) ( 1)) ( 2 3 2 )1 1 1 2 3 1 1 2 3

9

9

2 2 2 ,

2 2 2

n w w w
k w wj k n w w ww j

j

k w n w w w w k n w w wj j
j

h c

h c

 + + − +
− + − +d + −   + + − −+ 

− + − + + − − +d + + + − −−

≤

≤

соответственно . Сравнивая эти три оценки, для любого ρ получаем 

 
(4( 1) ( 2 3 2 ) ( 1)) ( 2 3 2 )1 1 1 2 3 1 1 2 3

( 2 2 ( 1)) ( 2 3 2 )1 1 2 3 1 1 2

9

9
3

2 2 2

2 2 2  .

k w n w w w w k n w w wj j
j

k w w w n w k n w w wj j

h c

c

− + − + + − − +d + + + − −−

− + + − + +d + + + − −−

≤ =

Очевидно, что 

 
( 2 3 2 )1 1 2 3

1
( 2 2 ( 1)) ( 2 3 2 )0 1 2 3 1 1 1 2 3

6 7

9 1

2

4 2 2 2

k n w w w

k n w w w w k n w w w

g c

c

c

h

+ + − −

− − + + + + +d + + + − −

≥ ≥

≥
 

при достаточно большом k0 . Предположим, что 

 
( 2 3 2 ( 1))1

8
1 2 3 1

1 2
k n w w w wj

jm c
+ + − − −d +−

− >

для 1,j >  тогда 

 
4 ( 1)

6 7

6 7

( 2 3 2 )1 1 1 2 3
1

( 2 2 ( 1)) ( 2 3 2 )1 1 2 3 1
8

1 2 3

2 2

2 2 2

k w k n w w wj j
j j

k n w w w w k n w w wj j
j

g m c

c h

c

c c

− + + + − −−
−

− − + + + + +d + + + − −−

≥ ≥

≥
 

при 9
8

6 7

4 ,cc
c c

=  откуда следует, что 

 
( 2 2 ( 1)) ( 2 3 2 )1 1 2 3 1 1 2 3

( 2 3 2 ( 1))1 1
8

3

9

2

1 2 2 2
2

2  .

k n w w w w k n w w wj j
j j j j

k n w w w wj

m g h g c

c

− − + + + + +d + + + − −−

+ + − − −d +

≥ − ≥ ≥ >
 

Полученное неравенство 

 
( 2 3 2 ( 1))1 2 3

8
12 , 1, 2, ,

k n w w w wj
j cm j

+ + − − −d +
= …>



завершает построение последовательностей 0 1 2J J J⊃ ⊃ ⊃…  и 0 1 2'  .k k k k< < < <…  Таким обра-
зом, мы доказали неравенство (4) .

Противоположное неравенство 
 , ,dim w n w nS≤   (5)

получается при помощи непосредственных вычислений [12] .
Очевидно, из неравенств (4), (5) и следует необходимое равенство (2) . 
Теорема 1 доказана .
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