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Уравнение Дирака для частицы со спином 1/2 с аномальным магнитным моментом в римановом 
пространстве–времени (при использовании тетрадного формализма) может быть представлено  
в виде [1–3] 

 ( ) 2
1 2 ( ) ( ) 0
2

c ab
abc cc

e e Mci e A i x F x
c Mc

b ab
b ab

   γ ∂ + s γ − − l s − Ψ = .       

 (1)
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Отметим, размерности входящих в уравнение величин: 

 1 1 2 1
2

Mc e e eFl A l F l l
c c Mc

− − − −       = , = , = , = ;                

соответственно свободный параметр l – безразмерный . Рассмотрим это уравнение в однородном 
магнитном поле с использованием цилиндрических координат и тетрады . С учетом равенства 

 2 1
3( ) ( ) 2 r

rx F x F i B iBab φ
ab φs = s = γ γ = S

получаем (пусть rΨ = ϕ / ): 

 0 1 2 3
32

2 0
2

i eBr eB Mci i i
t r r z Mc

φ ∂∂ ∂ ∂ 
γ + γ + γ + + γ + l S − ϕ = .  ∂ ∂ ∂  

 (2)

Подстановка для волновой функции следующая:

 

1 1

2 20 1 2 3
3

3 3

4 4

( ) ( )
( ) ( )

( ) 0
( ) ( )
( ) ( )

i t im ikz

f r f r
f r f r

e e e i r k M
f r f rr
f r f r

− e φ ∂ ϕ = , eγ + γ − γ µ − γ + ΓS − = , ∂ 
 (3)

где использованы обозначения 

 2
2( )

2
m eBr eB Mcr M
r cMc

e
− ⇒µ , l ⇒ Γ, ⇒ , ⇒ e.

 

 (4)

Далее, учитывая явный вид матриц Дирака в спинорном представлении, получаем 4 радиальных 
уравнения 

 
4 3 1 3 4 2

2 1 3 1 2 4

( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0

( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0

d di f k f M f i f k f M f
dr dr
d di f k f M f i f k f M f
dr dr

   − + µ + e + + Γ − = , − −µ + e − − Γ + = ,   
   
   + + µ + e − + Γ − = , + −µ + e + − Γ + = .   
   

 (5)

Пробуем наложить линейное ограничение (по аналогии со случаем частицы без аномального 
магнитного момента) 3 1 4 2;f Af f Af= , =  уравнения (5) принимают вид 

 
2 1 2 1

1 2 1 2

( ) 0 [ ( ) ] 0

( ) 0 [ ( ) ] 0

d M di f k f i f k M A f
dr A dr
d M di f k f i f k M A f
dr A dr

Γ −     − + µ + e + + = , + + µ + e − + Γ − = ,         
Γ +     − −µ + e − − = , + −µ + e + − Γ + = .         

Здесь (1) и (3), а также (2) и (4) будут совпадать, если выполняются соотношения 

 ( ) ( )[ ( ) ] [ ( ) ]M Mk k M A k k M A
A A

Γ − Γ +
e + + = − e − + Γ − , e − − = − e + − Γ + ;

их можно переписать так: 

 1 12 ( ) 2 ( )M A M A
A A

   e = − Γ + , e = + Γ + .   
   

Очевидно, что эти уравнения не совместны . Таким образом, при учете взаимодействия через 
аномальный магнитный момент невозможно диагонализировать оператор спиральности . Вслед-
ствие этого, возникающая система четырех зацепляющихся уравнений первого порядка (5) явля-
ется сложной для анализа 

Обратимся к полученным четырем уравнениям, их можно представить в виде двух линейных 
систем: 

 1 3 4 4( ) ( ) dM f k f i f iD f
dr +

 Γ − + e + = + µ = , 
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 1 3 2 2( ) ( ) dk f M f i f iD f
dr +

 + e − + Γ − = − + µ = − , 
 

 2 4 3 3( ) ( ) dM f k f i f iD f
dr −

 − Γ + + e − = −µ = , 
 

 2 4 1 1( ) ( ) dk f M f i f iD f
dr −

 + e + − Γ + = − −µ = − . 
 

Отсюда следует 

 2 4 2 4
1 32 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
k D f M D f M D f k D ff i f i

M k M k
+ + + +e + + Γ − Γ − + e −

= + , = − ;
Γ − − e − Γ − − e −

 (6)

 1 3 1 3
2 42 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
k D f M D f M D f k D ff i f i

M k M k
− − − −e − − Γ + − Γ + + e +

= + , = − .
Γ + − e − Γ + − e −

Отмечаем равенства 

 
2 2

2 2
2 2

d dD D D D
dr dr

+ − − +′ ′= −µ −µ , = + µ −µ .

С помощью (6) исключим переменные 1 3f f,  в уравнениях выше: 

 

2 4
2 4 2 2 2 2 2 2

2 4
2 4 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

M k D D f k D D ff f
M M MM k M k

M D D f M D D ff f
k kM k M k

− + − +

− + − +

Γ + e − e −
− + = + ,
Γ − Γ − Γ −Γ − − e − Γ − − e −

Γ + Γ −
− = + .

e + e +Γ − − e − Γ − − e −

 (7)

Вычтем из первого уравнения второе, отсюда следует 

 
2

2 2 2 2 2
2 42

1
2 ( )

df M k f
k dr

 
 
 
 
 

′= Γ − − + e + + µ −µ .
Γ e +

Полученное выражение для 2f  подставим в первое уравнение (7): 

 

( )4 2 2 2
4 42 2 2 2 2

4 2 2

4 4 2 2
42 2 4 2 2 2 2 2

3

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
(2 1) 2( ) 2

2

( 1)4 ( (2 1) 2( ))
16 4

(2 1)( ) ( ) 4 (6 2 1)
4

(

m md f e B d fr eB m M k
dr r dr

m m df e B e Be B r r eB m M k r
drr

e BeB m M k M k M m m

m m

 +
− + − − − Γ − − + e + + 

  
+ − + − + − + Γ − − + e −   

− Γ − − + e − Γ + + − e + Γ − − − +

2 2 2 2

42 4
1)( (2 1) 2( )) ( 2)( 3)( 1) 0eB m M k m m m m f

r r
+ − + Γ − − + e − + + − = .

 (8)

Можно получить уравнение 4-го порядка для функции 2 .f  Для этого (7) представим в виде 

 2 4
2 4 2 2 2 2 2 2

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

M M D D f D D ff f
k k M k M k

− + − +Γ + Γ −
− + = + ,
e − e − Γ − − e − Γ − − e −

 2 4
2 4 2 2 2 2 2 2

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

k M k D D f D D ff f
M M M M k M k

− + − +e + Γ + e +
− = + .

Γ − Γ − Γ − Γ − − e − Γ − − e −

Вычтем из первого уравнения второе, получим 

 
2

2 2 2 2 2
4 22

1
2 ( )

df M k f
k dr

 
 
 
 
 

′= Γ − − + e + + µ −µ .
Γ e −

 

Полученное выражение для 4f  подставим во второе уравнение (7) 
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4 2 2 2
2 22 2 2 2 2

4 2 2

4 4 2 2
22 2 4 2 2 2 2 2

3

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( 1)(2 1) 2( ) 2
2

( 1)4 ( (2 1) 2( ))
16 4

(2 1)( ) ( ) 4 (6 2 1)
4

d f e B m m d fr eB m M k
dr r dr

m m df e B e Be B r r eB m M k r
drr

e BeB m M k M k M m m

m

 +
+ − + − + Γ − − + e − + 
  

+ − + + − − + Γ − − + e +   

− Γ − − + e + Γ + + − e − Γ + − − −

2 2 2 2

22 4
( 1)( (2 1) 2( )) ( 2)( 3)( 1) 0m eB m M k m m m m f

r r
+ − + Γ − − + e − + + + = .

Замечаем, что уравнения для 2f  и 4f  одинаковы . Поэтому достаточно рассмотреть одно из 
них . Для исследования уравнения 4-го порядка будем использовать метод факторизации: 

 

 

4 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0r f r r r f rf gF = = ,

  

2 2
2 22 2

0 1 0 12 2 2 22 2( ) ( )d P d Qr P r P r Q r Qf g
dr r dr r

≡ + + + , = + + + .

Вычислив оператор 

 

2 2
2 22 2

0 1 0 14 2 2 2 2
d P d QP r P Q r QF dr r dr r

   
= + + + + + +   
      

и сопоставив с оператором из (8), найдем два набора числовых коэффициентов: 

 2 2
0 2

11) ( 1)
4

P B e P m m= − , = − + ,

 2 2 2 2 2 2
1

1 2
2

P eB m M k k = − + Γ − − + e + Γ e − , 
 

 2 2
0 2

1 ( 1)
4

Q B e Q m m= − , = − + ,

 2 2 2 2 2 2
1

1 2
2

Q eB m M k k = − + Γ − − + e − Γ e − ; 
 

и 

 2 2
0 2

12) ( 1)
4

P B e P m m= − , = − + ,

 2 2 2 2 2 2
1

1 2
2

P eB m M k k = − + Γ − − + e − Γ e − , 
 

 2 2
0 2

1 ( 1)
4

Q B e Q m m= − , = − + ,

 2 2 2 2 2 2
1

1 2
2

Q eB m M k k = − + Γ − − + e + Γ e − . 
 

Таким образом, предстоит решить два дифференциальных уравнения второго порядка: 

 

2 2 2 2
2 2 2 2

2

2 2
2

1
4 2

( 1)2 0

d B e r eB m M k
dr

m mk f
r

  − + − + Γ − − + e +    
+ Γ e − − = ,



 (9)
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2 2 2 2
2 2 2 2

2

2 2
2

1
4 2

( 1)2 0

d B e r eB m M k
dr

m mk g
r

  − + − + Γ − − + e −    
+ Γ e − − = .



Рассмотрим первое уравнение (9) . Перейдем в нем к переменной 2 2x eBr= / : 

 

2

2

2 2 2 2 2 2

1
2

4 (2 1) 2( ) 1 ( 1) 0
4 4 4

d f dfx
dxdx

x k m eB M k m m f
eB x

+ +

 Γ e − + − + Γ − − + e + − + − = .
  

 

Будем искать решение в виде a bxf x e F= : 

 

2
2

2

2 2 2 2 2 2

1 12 2
2 4

2 (4 1) 4 (2 1) 2( )
4

1 (2 )(2 1) 0
4

d F dFx a bx b x
dxdx

eBb a k m eB M k
eB

a m a m F
x

   + + + + − +      

+ + Γ e − + − + Γ − − + e
+

+ − −  = .

 

При ,a b,  выбранных согласно 

 1 1 1 1
2 2 2 2

a m m b= − , + , = − ,

уравнение упрощается 

 

2

2

2 2 2 2 2 2

1 2
2

(4 1) 4 (2 1) 2( ) 0
4

d F dFx a x
dxdx

eB a k m eB M k F
eB

 + + − − 
 

+ − Γ e − − − − Γ − − + e
=

 

и является уравнением для вырожденной гипергеометрической функции с параметрами

 
2 2 2 2 2 2(4 1) 4 (2 1) 2( ) 1 2

4 2
eB a k m eB M k a

eB
+ − Γ e − − − − Γ − − + e

a = , γ = + .

Чтобы построить решения, отвечающие связанным состояниям, следует использовать поло-
жительные значения параметра a и отрицательные значения параметра b (для определенности 
предполагаем, что 0eB > ): 

 ( 0)
2
ma m= − , < ;

 1 0 ( 0)
2 2
ma m= + > ≥ .

Условие обрыва ряда до полинома na = −  (пусть 2 2ke − = l) или 

 
2 2(4 1) 4 (2 1) 2( ) 2

4
eB a m eB M n

eB
+ − Γ l − − − Γ − − l

= −

даст правило квантования для значений энергии: 

 
2 21

2 2 2 2
m Ma n

eB eB eB
− Γ Γ l l

+ − + + = + .



Отсюда получаем 

 2 2 1( ) 2
2 2

mN N M eB a n l + Γ = , = + + − + , 
 

 2( ) 0Nl = − Γ > .

Далее находим формулу для разрешенных значений энергии 

 
2

2 2 2 12
2 2

mk M eB a n
  e − = + + − + − Γ .     

В зависимости от значения a получаем два выражения для N : 

 
2

2 2 2 10 2
2 2
mm a k M eB m n

  < , = − , e − = + − + − Γ ;     

 ( )2
2 2 210 2 (1 )

2 2
mm a k M eB n≥ , = + , e − = + + − Γ .

Фактически, исследованный случай отвечает первому варианту факторизации оператора 4-го 
порядка: 

 21) ( )Nl = − Γ .

Другая возможная факторизация отличается лишь заменой  .Γ⇒ −Γ  Поэтому без каких-либо вы-
числений можно получить решения и второго типа: 

 22) ( )Nl = + Γ .

Это означает, что для частицы с аномальным магнитным моментом есть две серии уровней энер-
гии, формально различающиеся знаком при параметре Г . 

Таким образом, уравнение Дирака для частицы со спином 1/2 и аномальным магнитным мо-
ментом решено в присутствии внешнего однородного магнитного поля . Выведены обобщенные 
формулы, описывающие уровни Ландау для частицы со спином половина в магнитном поле, 
учитывающие наличие у частицы аномального магнитного момента . Построены соответствую-
щие волновые функции .
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