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Рассмотрим класс 3( )Q  многочленов ( ) [ ]P t t∈  степени 3 и высоты ( ) ,H P Q≤  1.Q >  Выделим в 3( )Q  подкласс 
3( )S Q  полиномов ( ),P t  дискриминанты которых не превосходят 12 2 2n vQ − −  и делятся на степень простого числа ,ep  

22 ,e vp Q>  1 0,v ≥  2 0,v ≥  1 20 3 / 2.v v≤ + <  Найдена оценка сверху для мощности подкласса 3( ).S Q  Доказано, что для 
любого 0ε >  и 0( )Q Q> ε  справедливо неравенство ( )1 24 5/3

3# ( ) .v vS Q Q − + +ε<
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Consider the class 3( )Q  of the polynomials ( ) [ ]P t t∈  of degree 3 and height ( ) ,H P Q≤  1.Q >  Define a subclass 3( )S Q  
in 3( )Q  by taking the polynomials ( )P t  having discriminants not exceeding 12 2 2n vQ − −  and divisible by the power of the prime 
number ,ep  22 ,e vp Q>  1 0,v ≥  2 0,v ≥  1 20 3 / 2.v v≤ + <  The upper bound on the number of the elements in 3( ).S Q  is found.  
It has been proved that for any 0ε >  and 0( )Q Q> ε , the inequality ( )1 24 5/3

3# ( ) v vS Q Q − + +ε<  is valid.
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Пусть
 

1
1 1 0( ) = n n

n nP x a x a x a x a−
−+ + + +  (1)

– многочлен с целыми коэффициентами степени deg =P n и высоты 0= ( ) = | | .max jj nH H P a≤ ≤  
Для натурального числа > 1Q  введем класс многочленов 

 ( ) = { ( ) [ ], deg = , ( ) }.n Q P t t P n H P Q∈ ≤ 

Через #B будем обозначать количество элементов конечного множества B, 1 1Aµ  – меру Лебега из-
меримого множества 1 ,A ⊂   2 2Aµ  – меру Хаара измеримого множества 2A  р-адических чисел 

.p  Постоянные и величины, зависящие от n, но не зависящие от H и Q, будем обозначать 
1 2, , .c c …  Будем использовать символ Виноградова ,  означающий, что запись <A cB можно 

заменить на .A B  Дискриминантом многочлена (1) с корнями 1 2, , , nα α … α  называется число 

 2 2 2

1 <
( ) = ( ) .n

n i j
i j n

D P a −

≤ ≤
α −α∏  

 Берник В. И., Бударина Н. В., О’Доннел Х., 2016.
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Нетрудно доказать [1], что ( ) ,D P ∈  и получить оценку сверху ( ) .D P  Поэтому, если ( ) 0,D P ≠  то 

 2 2 2 2
1 21 ( ) < , < ( ) 1 .n n

pD P c Q c Q D P− − +≤ ≤  (2)

В (2) величина | | pa  – это p-адическая норма целого числа 1= ,ba p a  определенная для простого 
числа p и максимальной степени b, с которой простое число p входит в a, т . е . 1( , ) = 1:p a  

 | | =  .b
pa p −  

Для любого a, поэтому и для ( ) 0,D P ≠  справедлива формула произведения 

 1 ( ) ( )  .pD P D P≤  

Для вектора 1 2= ( , )v v v  с неотрицательными 2
1 2( , )v v +∈  определим подмножество 

( , ) ( )n nQ v Q⊂   

 4 2 21 2( , ) = { ( ) ( ) :1 ( ) < , ( ) < } .v v
n n pQ v P x Q D P Q D P Q− −∈ ≤ 

В сообщении получены новые результаты о величине # ( , ) .n Q v  К настоящему времени глубоко 
исследован только случай 1= ( ,0),v v  и известно следующее . При = 3n  доказано [2] 

 14 5 /3
1 1# ( , = ( ,0)) , 0 < 3 / 5 .v

n Q v v Q v− ≤   

В случае произвольного n найдена оценка снизу [3] 

 11 ( 2) /
1 3 1# ( , = ( ,0)) > , 0 < 1 .n n v n

n Q v v c Q v n+ − + ≤ −  

В p-адическом случае известно только, что 1 2 22 4# ( , = (0, )) > n v
n Q v v c Q + −  при 20 < < 1/ 2v  [4] .  

В [5] доказано, что 1 4 11 1 5# ( , = ( , )) > n v
n Q v v v c Q + −  при 10 < 1/ 3v≤  и 3 .n ≥

Т е о р е м а 1 . Пусть 1 2 3 / 2 .v v+ ≤  Тогда при любом > 0ε  и 0> ( )Q Q ε  справедлива оценка 

 1 24 5( )/3
3# ( , ) <  .v vQ v Q − + +ε  (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Корни многочлена ( )P x  можно упорядочить относительно одного из 
них, пусть 1,α  следующим образом: 

 1 2 1 3 2 3 1 3,  .α −α ≤ α −α α −α α −α  
Обозначим 

 2 3 31 2 1 3 2 3= , = ,  .Q Q Q−ρ −ρ −ρα −α α −α α −α   

Возьмем достаточно малое число 1ε  и целое число 1
1= [ ] 1,T −ε +  где [a] – целая часть  .a∈  Опре-

делим целые числа 2 3,l l  из неравенств 

 2 2 2 3 3 3( 1) / < / , ( 1) / < / ,l T l T l T l T− ≤ ρ − ≤ ρ  
и для упрощения обозначим 
 2 2 3 3= / , = /  .m l T m l T  
Вектор 2 3= ( , )m m m  принимает конечное число значений, зависящее от 1,ε  и не зависящее от Q . 
Это нетрудно доказать, и доказано в ряде работ [6; 7] .

Аналогичную процедуру проделаем и с корнями 1 2 3( , , )γ γ γ  многочлена ( )P x  из алгебраиче-
ского замыкания Q* поля  .p  Выберем среди этих корней, пусть 1γ  такой, относительно которо-
го можно упорядочить остальные корни так, что 
 1 2 1 3 2 3 1 3, ,p p p pγ − γ ≤ γ − γ γ − γ γ − γ   

 2 3 31 2 1 3 2 3= , = , ,p p pQ Q Q−λ −λ −λγ − γ γ − γ γ − γ    

 2 2 2 3 3 3( 1) / < / , ( 1) / < / ,k T k T k T k T− ≤ λ − ≤ λ   
 2 2 3 3= / , = /  .s k T s k T  
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Опять нетрудно доказать, что вектор 2 3= ( , )s s s  принимает конечное, зависящее от 1ε  и не за-
висящее от Q, число значений. Для того чтобы многочлен ( )P x  попадал в класс 3( , ),Q v  необхо-
димо и достаточно выполнения неравенств 

 2 3 1 2 3 22 , 2 ,v vρ + ρ ≥ λ + λ ≥  (4)

так как в этом случае 

 4 2 21 2( ) , ( ) .v v
pD P Q D P Q− −

   (5)

Система неравенств (5) следует из оценок сверху дискриминантов 

 4 2 2 2 4 2 13 1 2 1 3 2 31 ( ) = ,vD P a Q −≤ α −α α −α α −α    

 1 1 2244 2 4 2( )
3

1 < 3
1 ( ) ( ) .v v v

i jp p p
i j

D P D P Q a Q− − +

≤ ≤
≤ γ − γ∏   

Для того чтобы выполнялись неравенства (4) достаточно, чтобы выполнялись неравенства 

 2 3 1 1 2 3 2 12 3 , 2 3 .m m v s s v+ ≥ + ε + ≥ + ε  (6)

Будем дополнительно к неравенствам (6) предполагать 

 2 3 1 2 3 22 < / 8, 2 < / 8.m m v s s v+ + ε + + ε  (7)

В неравенствах (7) величина 1 < / 256,ε ε  и поэтому неравенства (6) и (7) не противоречат друг 
другу. 

Л е м м а 1. Пусть 1( ) < ,P x Q −τ  и 1α  – ближайший к x корень. Тогда 

 
( )

( )2 3 1 3 1

1/2 1 3
1 1 1 2 1 3

1 ( 1 )/2 ( 1)/31

min ( ) / ( ) , ( )( ) / ( ) , ( ) /

min , , .

x P x P P x P P x a

Q Q Q−τ − +ρ +ρ − τ + −ρ − τ +

′ ′− α α α −α α 

 (8) 

Л е м м а 2. Пусть 2( ) < ,pP w Q −τ  и 1γ  – корень ( ),P w  удовлетворяющий неравенству 
1 1 3= .min iip pw w≤ ≤− γ − γ  Тогда 

 ( )2 2 3 2 3 2( )/2 /3
1 min , , .pw Q Q Q−τ +λ +λ − τ −λ −τ− γ   (9) 

Леммы 1 и 2 доказаны в [6; 7]. 
Л е м м а 3. Пусть полиномы 3( ), ( ) ( )P u T u Q∈  имеют одинаковые векторы ,m s  и не имеют 

общих корней в параллелепипеде I × K, 11 = ,I Q −ηµ  22 = .K Q −ηµ  Далее пусть ( )P u  и ( )T u  удов-
летворяют системе неравенств 
 1(| ( ) |,| ( ) |) < ,max

x I
P x T x Q −τ

∈
 (10) 

 2(| ( ) | ,| ( ) | ) < .max p p
w K

P w T w Q −τ

∈
 (11)

Тогда при любом > 0δ  и 0> ( )Q Q δ  справедливо неравенство

  
2 2

1 2 1 1 2 2
=1 =1

1 2 max( 1 ,0) 2 max( ,0) < 6 .
j r

j rτ + τ + + τ + − η + τ − η + δ∑ ∑   

Лемма 3 доказана в одной метрике, как архимедовой [8], так и неархимедовой [4], только со 
слагаемыми 1 1max( 1 ,0),τ + − η  2 2max( ,0)τ − η  в правой части. Это не позволяло доказать теоре-
му, поскольку ранее учитывалась только малость первой производной.

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а  л е м м ы 3. Воспользуемся леммами 1 и 2, и от неравенств 
(10), (11) перейдем к неравенствам (8) и (9). Пусть 1 2 3, ,α α α  – корни многочлена ( )P x  в ,  
и 1 2 3, ,β β β  – корни многочлена ( )T x  в . Воспользуемся тем, что полиномы ( )P u  и ( )T u  имеют 
одинаковые векторы m и .s  В этом случае неравенства (8), (9) можно переписать в виде
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 ( )1 2 3 1 3 11 ( 1 )/2 ( 1)/3
1 min , , ,m m mx Q Q Q−τ − + + − τ + − − τ +− θ   (12)

где вместо 1θ  можно брать как 1α , так и 1β  . Точку x из интервала I можно выбирать так, что левая 
часть в (12) будет не менее 14 ,c Q −η  как при 1 1= ,θ α  так и при 1 1=  .θ β  Это приведет к неравен-
ствам 
 1 1 2 3 1 1 3 1 11 , ( 1 ) / 2, ( 1) / 3,m m mη ≥ τ + − − η ≥ τ + − η ≥ τ +  

и неравенствам 
 2 3 1 1 3 1 11 , 1 2  .m m m+ ≥ τ + − η ≥ τ + − η  (13)

Пусть 1 2 3, ,γ γ γ  – корни многочлена ( )P w  в * ,p  и 1 2 3, ,ξ ξ ξ  – корни многочлена ( )T w  в *  .p  
Аналогичные соображения в p  приведут к неравенствам 

 ( )2 2 3 2 3 2( )/2 /3
1 min , , ,s s s

pw Q Q Q−τ + + − τ − −τ− ζ    

 2 2 2 3 2 2 3 2 2, ( ) / 2, / 3,s s sη ≥ τ − − η ≥ τ − η ≥ τ   

 2 3 2 2 3 2 2, 2 ,s s s+ ≥ τ − η ≥ τ − η  

где вместо 1ζ  можно брать как 1,γ  так и 1 .ξ
Рассмотрим результант полиномов ( )P u  и ( )T u : 

 6

1 3,1 3 1 3,1 3
1 | ( , ) || ( , ) | | | | |  .p i j i j p

i j i j
R P T R P T Q

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
≤ α −β γ − ξ∏ ∏  (14)

Оценим сверху 
 

1 3,1 3
= | |  .i j

i j
L

≤ ≤ ≤ ≤
α −β∏  

Из оценок (12) имеем 

 

1 2 3

1 2 3 1

1 2 3 1

1 2 3 1

1
1 1 1 1

1
1 1 1 1

1
1 1 1 1

1
1 1 1 1

| | (| | | |) ,

| | | | | | ( , ), = 2, 3,

| | | | | | ( , ), = 2, 3,

| | | | | | | | ( , ),

i

i

i

m m

m m m
i i

m m m
i i

m m m
i j i j

x x Q

Q Q i

Q Q i

Q Q i

−τ − + +

−τ − + + − +ε

−τ − + + − +ε

−τ − + + − +ε

α −β −α + −β

α −β ≤ α −β + β −β

α −β ≤ α −β + α −α

α −β ≤ α −β + α −α + β −β ≥

 





 2, 2 .j ≥

 (15)

Оценки (15) позволяют получить для L оценку 

 1 2 3 11 2 2 8  .m mL Q −τ − − − + ε
  (16)

Используя оценки (13), из (16) получаем 

 1 2 3 1 1 1 1 1 1 11 2 2 8 1 2( 1 ) 2( 1 2 ) 8  .m mτ + + + − ε ≥ τ + + τ + − η + τ + − η − ε  (17)

Проделав такую же процедуру в p-адическом случае, имеем 

 2 2 3 1 2 2 2 2 2 12 2 8 2( ) 2( 2 ) 8  .s sτ + + − ε ≥ τ + τ − η + τ − η − ε  (18)

Из неравенств (17), (18) и (14) следует с учетом 0,im ≥  0,is ≥  = 2, 3,i  

 
2 2

1 2 1 1 2 2 1
=1 =1

1 2 max( 1 ,0) 2 max( ,0) 16 < 6  .
j r

j rτ + τ + + τ + − η + τ − η − ε + δ∑ ∑

Вернемся к  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-а т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-т е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-е л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-л ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-ь с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-с т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-т в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-в у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-у  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-  т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- т е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-е о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-о р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- р е м ы . Предположим противное, и верно неравен-р е м ы . Предположим противное, и верно неравен- е м ы . Предположим противное, и верно неравен-е м ы . Предположим противное, и верно неравен- м ы . Предположим противное, и верно неравен-м ы . Предположим противное, и верно неравен- ы . Предположим противное, и верно неравен-ы . Предположим противное, и верно неравен-
ство противоположное (3) 
 1 24 5( )/3

3# ( , )  .v vQ v Q − + +ε≥

Возьмем интервал I ⊂ , 11 = ,I Q −σµ  1 > 0σ  и цилиндр ,pK ⊂  22 = ,K Q −σµ  2 > 0 .σ  Будем 
говорить, что многочлен ( )P u  принадлежит параллелепипеду M = I × K, если корни 1α  и 1γ  поли-
нома ( )P u  принадлежат M . Разложим полином ( )P x  на интервале в ряд Тейлора в точке 1,α   
и оценим сверху значения | ( ) |P x  и модулей всех производных сверху при 1 2= mσ : 
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 2 3
1 1 1 1 1 1 1( ) = ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) / 6,P x P P x P x P x′ ′′ ′′′α + α −α + α −α + α −α  

 
2 3 1 2 3 1

2 3 1 2

1 1 2 3
1 1 1

2 1 2 3 3 1 3
1 1 1 1

( ) = 0,| ( )( ) | ,

| ( )( ) | , | ( )( ) / 6 |  .

m m

m m m

P P x Q Q

P x Q P x Q

−ρ −ρ −σ − − + ε

− − + ε −

′α α −α

′′ ′′′α − α α −α

 

 

 (19)

Из оценок (19) для всех x I∈  имеем 

 2 3 1 2 3 1 3 11 2 3 1 3 1 3( ) , ( ) , ( )  .m m m m mP x Q P x Q P x Q− − + ε − − + ε − + ε′ ′′
    (20)

Разложим многочлен ( )P w  в цилиндре K в точке 1,γ  и получим оценки, аналогичные (20), для 
всех w K∈  при 2 2 1 2 1( / 4, / 4)s ∈ σ − ε σ + ε  

 2 3 1 2 3 1 3 12 3 3 3( ) , ( ) , ( )  .s s s s s
p p pP w Q P w Q P w Q− − + ε − − + ε − + ε′ ′′
    (21)

Возьмем середину отрезка I точку d, и зафиксируем некоторую точку  .w K∈  В этих точках так-
же выполняются неравенства (20), (21) . Ясно, что существуют параллелепипеды M = I × K, кото-
рым принадлежат не менее 

 ( )1 2 2 24 5
5

v v m sc Q − + +ε− −  

полиномов при условиях (20), (21) . Дважды воспользуемся принципом ящиков Дирихле . В пер-(20), (21) . Дважды воспользуемся принципом ящиков Дирихле . В пер-, (21) . Дважды воспользуемся принципом ящиков Дирихле . В пер-(21) . Дважды воспользуемся принципом ящиков Дирихле . В пер- . Дважды воспользуемся принципом ящиков Дирихле . В пер-
вом случае поделим значения ( )P d  на /16Q ε  частей, во втором представим цилиндр K, в котором 
выполняется первое неравенство в (21), в виде объединения /16Q ε  цилиндров . Получим суще-
ствование не менее 7 /8Q ε  полиномов, в которых выполняются неравенства 

 2 3 1 2 3 11 2 3 /16 2 3 /16( ) , ( )  .m m s s
pP d Q P w Q− − + ε −ε − − + ε −ε

   (22)

Возьмем число 
 1 2 2 2= 4 5( ) / 3 ,s v v m s− + − −  

и введем число 1 = / 8 .s s  Поделим множество значений ( )P d  в (22) и значения производных 
( ), ( ), ( )P d P d P d′ ′′ ′′′  из (20) на /32Q ε  частей . Представим цилинды 2 3 4 5, , , ,K K K K  в которых вы-

полняется второе неравенство в (22) неравенства в (21) для производных ( ), ( ), ( ),P w P w P w′ ′′ ′′′   
в виде объединения цилиндров с мерой Хаара меньшей в /32

6 ,c Q ε  чем меры цилиндров 
2 3 4 5, , ,  .K K K K  Так как количество полиномов, принадлежащих I × K, не менее 7 /8

7 ,c Q ε  то по 
принципу ящиков Дирихле найдется не менее 5 /8

8c Q ε  полиномов, попадающих в 4 интервала  
и 4 цилиндра с меньшими мерами . В итоге получаем, что не менее чем для 5 /8

9c Q ε  многочленов 
1 0( ) = ( ) ( )j jR u P u P u+ −  выполняются неравенства 

 

2 3 1 1 2 3 1 1

3 1 1 1

1 2 3 /16 1 3

1 3 1

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

m m s m m s
j j

m s s
j j

R d Q R d Q

R d Q R d Q

− − + ε −ε − − − + ε −

− + ε − −

′

′′ ′′′

 

   
(23)

 
2 3 1 1 2 3 1 1 3 1 12 3 /16 3 3

1 1 1( ) , ( ) , ( )  .s s s s s s s s
p p pR w Q R w Q R w Q− − + ε −ε − − − + ε − − + ε −′ ′′
    (24)

Разложим полиномы ( )jR u  и их производные в ряд Тейлора в точках 1 1,wα  на интервале I и на 
цилиндре K . Получим выполнение неравенств (23) и (24) с заменой d  на x и 1w  на w . Последнее 
неравенство в (23) показывает, что старший коэффициент 3b  полиномов ( )jR x  удовлетворяет не-
равенству 1 13| |  .sb Q −

  Обозначим 1 110
sc Q −  через 1,Q  и во всех неравенствах (23), (24) и в равен-(23), (24) и в равен-, (24) и в равен-(24) и в равен- и в равен-

ствах 11 = ,I Q −σµ  22 =K Q −σµ  заменим Q на 1 .Q  Последовательно рассматривая ( ) ( )i
jR d  от = 3i  до 

= 1,i  а затем и первое неравенство в (23), получим 1 111( ) <  .s
jH R c Q −  Среди 5 /8

11c Q ε  найдется не 
менее 5 /8( )c Q εε  полиномов с одинаковыми векторами ,  .m s′ ′  Если среди 5 /8( )c Q εε  полиномов най-
дутся хотя бы два без общих корней, то применим к ним лемму 3 . Получим противоречие . Если 
такие два полинома не найдутся, то полиномы ( )jR u  приводимые, и один из делителей ( )jR u  по-
лином первой степени 2( ) = ( ) ( ) .j j j jR u a u b t u+  Перейдем от оценок | ( ) |jR x  и | ( ) |j pR w  к оценкам 
сверху для многочленов первой и второй степеней . Вновь, как, например, в [5; 9], получим про-, в [5; 9], получим про- в [5; 9], получим про-; 9], получим про-9], получим про-
тиворечие .
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