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В работе введен экспоненциальный порядок роста аналитической функции ϕ в круге и установлена связь между 
скоростью роста коэффициентов разложения функции и ее порядком� Дано приложение к описанию поведения нор-
мы резольвенты ( , )R B λ  ограниченного линейного оператора при приближении λ к спектру�
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Введение� Пусть аналитическая функция ( )zϕ  разложена в степенной ряд 
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В случае целой функции, когда ряд сходится на всей комплексной плоскости, вопрос о связи 
между экспоненциальным порядком роста функции ( )M r  на бесконечности и поведением коэф-
фицентов nϕ  подробно изучен [1; 2]�

В работе рассмотрены аналогичные вопросы в случае рядов с конечным радиусом сходимости 
(который без ограничения общности считаем равным 1), описана связь между экспоненциальным 
порядком роста функции ( )M r  при 1r →  и поведением коэффициентов разложения� Среди 
известных ранее результатов в этом направлении отметим утверждение о связи между порядком 
степенного роста и поведением коэффициентов [3]: если n nαϕ ≈  (и радиус сходимости ряда ра- 
вен 1), то при 1r →  функция ( )M r  имеет степенной рост 
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В работе даны также приложения полученных результатов к описанию поведения резольвент 
некоторых линейных ограниченных операторов, что явилось основной мотивировкой для 
проведенного исследования�

 Антоневич А� Б�, Шукур Али А�, 2016�



42

Порядок роста аналитической функции и поведение коэффициентов� Напомним опре-
деление порядка экспоненциального роста целой функции �ϕ  Пусть существуют положительные 
α такие, что при всех достаточно больших r для функции ( )M rϕ  выполняется неравенство 

 ( ) �rM r e
α

ϕ ≤

Точная нижняя грань таких значений α называется порядком функ ции экспоненциаль ного 
роста ( ),zϕ , обозначим его через ( )�γ ϕ

Порядок целой функции ( )zϕ  может быть найден по формуле 
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Пусть для числовой последовательности nϕ  существуют числа ,β  что 
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Нижняя грань таких β называется порядком убывания последовательности nϕ : 
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Классический результат о целых функциях заключается в следующем� 
Т е о р е м а 1� Порядок функции выражается через коэффициенты ее степенного разло-

жения равенствами 
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Ниже мы рассматриваем функции ,ϕ  аналитические в единичном круге� Тогда функция 
( )M rϕ  определена на интервале [0, 1)� Функция ϕ имеет конечный порядок при 1,r →  если 

существуют ,α  такие что 

 (1 )| ( ) | rM r ce
−α−

ϕ ≤

для 0 < 1r r ≤  и порядок функции есть точная нижняя грань таких �α  Порядок функции можно 
найти по формуле 
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Для рассматриваемых функций коэффициенты разложения неограничены� Пусть существуют 
константы ,ζ  такие, что 

 | | �n
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ζ
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Точная нижняя грань таких ζ называется порядком роста последовательности ,nϕ  обозначим 
его через ( )�nβ ϕ

Связи между поведением функции ( )zϕ  и поведением коэффициентов nϕ  в разных постановках 
рассматривались многими авторами� Например, Г� Фабер [4; 5] исследовал функции, пред-

ставимые в виде 
1

( ) = ,
1
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 
ϕ  
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 где G является целой аналитической функцией� Такие функции 

определены не только в единичном круге, но и на всей комплексной плоскости, за исключением 
точки 1� Оказалось, что порядок роста функции G не определяется по порядку роста коэф-
фициентов �nϕ  Поэтому Г� Фабер использовал вспомогательную целую функцию ( ),A z  такую, 

что ( ) = nA n ϕ  и получил связь между порядками роста: 
( )

( ) = �
1 ( )

A
G

A

γ
γ

− γ
 Это утверждение опи-

сывает поведение рассматриваемой функции ( )zϕ  в окрестности точки 1�
Формулировка приведенной ниже теоремы выглядит похоже на этот результат Г� Фабера; 

отличие заключается в том, что мы используем только порядок коэффициентов ,nϕ  но при этом 
получаем описание поведения функции ( )zϕ  только в пересечении окрестности точки 1 с еди-
ничным кругом�
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 Т е о р е м а 2� Пусть 0( ) = n
nz z∞ϕ ϕ∑  и радиус сходимости ряда есть 1. Функция ϕ имеет 

конечный порядок 0 < <γ ∞ тогда и только тогда, когда последо ва тельность nϕ  имеет порядок 
роста 0 < 1< β  и при этом 

 ( ) = , ( ) = �
1 1

n
γ β

β ϕ γ ϕ
γ + −β

Д о к а з а т е л ь с т в о� Пусть для функции ϕ выполнено неравенство 
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для 0 < 1�r r ≤  Согласно неравенству Коши, для коэффициентов аналитической функции имеем 
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В доказательстве теоремы 1 в аналогичном месте находится в явном виде минимум по r функ-
ции, стоящей в правой части неравенства� В рассматриваемом случае минимум не находится  
в явном виде, но требуемая оценка получается, если оценить | |nϕ  через значения правой части  
в точке 
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В результате имеем оценку вида 
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 Отсюда следует оценка для порядка роста :nϕ  
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Получим теперь оценку порядка роста функции через порядок роста коэффициентов� Пусть 
для последовательности коэффициентов nϕ  выполнено неравенство (1)� Для заданного r < 1 
выберем число rm  таким образом, что для > rn m  
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Как легко проверить, последнее неравенство выполнено, если положить 
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В силу (3), ряд в последней сумме сходится и 
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для любого �rm  Пусть ( ) = | | �max
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nnr rµ ϕ  В силу (3) выполнено неравенство 

 

1
1

1 1( ) �r rr e r

β
−β

β β   −β
   
− −   µ ≤  

Таким образом мы получаем, что 0( ) (1 ) ( ) ,rr m r Cϕ ≤ + µ +  т� е� 
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 Отсюда следует оценка порядка роста функции ( ) :M rϕ  
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Из (2) и (4) мы получаем точные связи между порядками ( )rϕ  и :nϕ  
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О росте резольвенты ограниченного линейного оператора� В качестве приложения рас-
смотрим задачу о нахождении порядка роста резольвенты для некоторых ограниченных линей-
ных операторов�

 Пусть B есть линейный ограниченный оператор в банаховом пространстве X над полем C� 
Точка λ∈C называется регулярной точкой оператора B, если существует обратный к �B I− λ  
Множество регулярных точек называется резольвентным множеством оператора B и обозна-
чается ( )�Bρ  Операторно-значная функция 1( , ) = ( ) ,R B B I −λ − λ  определенная на резольвентном 
множестве, называется резольвентой оператора. Резольвента является аналитической опера-
торно-значной функцией от �λ  Множество ( ) = \ ( )B Bσ ρC  называется спектром оператора,  
а число ( ) = max{| |: ( )}R B Bλ λ∈σ  называется спектральным радиусом оператора� Имеется ряд 
утверждений, связывающих поведение резольвенты при приближении λ к спектру с другими 
свойствами оператора, поэтому описание такого поведения является одной из классических 
задач теории операторов [6–9]� Если ( ) = 1,R B  то при | | > 1λ  резольвента задается в виде ряда
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и для нормы резольвенты имеют место оценки
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Т е о р е м а  3� Пусть В – произвольно линейный ограниченный оператор, спектр которого 
есть единичная окружность S1. При некотором 0 < 1< β  выполнено 

 , 1,n nB Ce n
β

≤ ≥P P

тогда и только тогда, когда норма резольвенты оператора B имеет вид 

 ( , ) exp[(1 | |) ], | | > 1,R B C −γλ ≤ − λ λP P

где C  – константа и = �
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 Обозначим через Ф класс функций ,ϕ  удовлетворяющих следующим условиям: ϕ есть 
аналитическая функция в единичном круге | | < 1,λ  у которой радиус сходимости степенного 
ряда 1( ) = n

nz z∞ϕ ϕ∑  есть 1 и при этом 1> 0, = 1�nϕ ϕ  Такие функции могут иметь произвольный 
(в том числе не экспоненциальный) рост� Функции вида ,Bϕ  входящие в оценку резольвенты 
сверху (5), принадлежат этому классу� В [10] показано, что для любой функции ϕ из класса Ф 
существует оператор, резольвента которого растет быстрее этой функции� Таким образом, след-
ствие содержит условия на оператор, при которых резольвента имеет экспоненциальный рост�

Для произвольного оператора функция (| |)Bϕ λ  из (5) может при | | 1λ →  иметь существенно 
большую скорость роста, чем резольвента, т� е� в общем случае оценка сверху грубая� Следующий 
результат утверждает, что для операторов взвешенного сдвига оценка сверху в (5) является 
точной по порядку�

Пусть ( ),pl N  ( 1)p ≥  есть пространство последовательностей комплексных чисел = ( ( )),u u k  
для которых конечна норма 
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Оператором взвешенного сдвига называется оператор в ( ),pl Z  действующий по формуле [11] 

 ( )( ) = ( ) ( 1),B u k a k u k +  (6)

где = ( ( ))a a k  – заданная ограниченная числовая последовательность�
Т е о р е м а 4� Пусть В есть оператор (6), для которого ( ) = 1�R B  Резольвента ( , )R Bλ  имеет 

порядок роста γ тогда и только тогда, когда последовательность норм nBP P имеет порядок 

роста = < 1�
1

γ
β

γ +
В частности, если при k →+∞ коэффициенты оператора В имеют асимптотическое пред-

ставление 

 ( ) 1 , при < 1,
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c
a k
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то последовательность норм nBP P имеет порядок роста =1 ,β − ν  а резольвента имеет порядок 
роста 
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Это утверждение следует из теоремы 2 и следующей леммы�
Л е м м а� Пусть В – оператор (6). Для резольвенты, определенной при | | > 1,λ  имеет место 

аналог неравенства Коши: для любого числа 0m ≥  выполнено 
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 Заключение� Заметим, в [10] приведен класс операторов взвешенного сдвига в пространстве 

1( ),l N  для которых норма резольвенты совпадает с оценкой сверху и, тем самым, вычисляется  
в явном виде� При > 1p  в пространствах ( )pl N  норма резольвенты не вычисляется и не совпадает 

с оценкой сверху через функцию 
1

| |
B
 

ϕ  
λ 

 и теорема описывает только порядок роста�
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