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ного момента сводится к присутствию зависящего от величины и знака параметра аномального магнитного момента 
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Введение. Петрашем [1] была предложена 20-компонентная теория для частицы со спином 
1/2 и аномальным магнитным моментом . В присутствии внешних электромагнитного и гравита-
ционного полей теория была исследована в [2–4]; было показано, что после исключения допол-
нительного вектор-биспинора уравнение для основного биспинора сводится к общековариантно-
му уравнению Дирака, содержащему, помимо минимального и паулиевского членов взаимодей-
ствий, дополнительное взаимодействие частицы со спином 1/2 с внешним гравитационным по-
лем, осуществляемое через скалярную кривизну ( ) .R x  Аналогичное обобщение волнового урав-
нения для спина 1 было предложено впервые Шамали и Капри [5]; см . также [6] . 

В работах [7; 8] обобщенное уравнение Дирака было решено точно во внешних магнитном  
и электрическом полях . В данной работе обобщенное уравнение для векторной частицы с ано-
мальным магнитным моментом решено в присутствии внешнего однородного магнитного поля . 
Используется 10-мерный матричный формализм Даффина–Кеммера, наличие аномального маг-
нитного момента учитывается с помощью дополнительного члена взаимодействия в волновом 
уравнении .

Разделение переменных. Обобщенное уравнение для векторной частицы с аномальным 
магнитным моментом задается в виде [3; 4] 

 3 3 [ ] [ ]
[ ]

0 ,ieD F PJ M
M

µ∗
µ µ µν µν

µν

Ψ β + λ λ + Ψ = , Ψ =  Ψ 
 (1)

используются 10-мерные матрицы Даффина–Кеммера; [ ] ;J µν µ ν ν µ= β β −β β  P – проективный 
оператор, выделяющий из Ψ векторную составляющую µΨ  (P + P  = I);  .D ieAµ µ µ= ∂ −  

В тензорной форме уравнения имеют вид (используется метрика с мнимой единицей) 

 [ ] [ ] 3 3 [ ]0 2 0ieD D M D F M
M

∗
µ ν ν µ µν ν µν µν ν µΨ − Ψ + Ψ = , Ψ + λ λ Ψ + Ψ = .

Вводим матрицу [12];Y iJ=  она удовлетворяет уравнению Y 3 = Y, что позволяет ввести три 
проективных оператора и разбить волновую функцию Ψ в сумму трех составляющих: 

 2
0 0 0

11 , , ( 1),  .
2

P Y P P Y Y P± ± ±= − Ψ = Ψ = ± Ψ = Ψ

Преобразуя уравнение (1) к цилиндрическим координатам (учитываем однородное магнитное 
поле (0 0 )B B= , ,



), затем применяя подстановки 

 4 4 3 3 4 4 3 3 ( 1)
0 0 ( ) ( ),ip x ip x im ip x ip x i me e e f r e e e f rφ ± φ

± ±Ψ = , Ψ =

находим радиальные уравнения в следующей алгебраической форме: 

   1 10( ) 0m mi p M f а f b f+ −+ + − −+ +β −β = ,

   

0 0( ) 0 ( ) 0m mi p P M f b f i p P M f a f+ − − ++ Γ + −β = , − Γ + +β = .  (2)

В (2) использованы обозначения 

 

2 2
0 01 1

2 2
m m

d m B r d m B ra b
dr r dr r

   − −
= + + , = − + ,   

   


 

0 3 3 3 3 4 42 (2 )eB B eB M ip ip i p∗/ = , λ λ / = Γ, β + β = .  (3)

После необходимых вычислений с использованием алгебры β-матриц систему радиальных 
уравнений можно преобразовать к более простой форме 

   1 10( ) 0m mi p M f a f b f+ −+ + − −+ +β −β = ,
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0 0( ) 0 ( ) 0m mA M f b f C M f a f+ − − +′ ′+ −β = , + +β = ,

где использованы обозначения 

  

( )M P M P M P M Pi p A i p C
M M M M− +− +
+ Γ + Γ −Γ −Γ′ ′= , β = , = , β = .β β
+ Γ + Γ −Γ −Γ

Введем в рассмотрение операторы со свойствами (пусть 2 2 2
3 4p p p= + ) 

  

2 2 2 2( )( ) ( )( )i p M i p M p M A M A M p M+ + = + , + + = + ,

 2 2( )( )C M C M p M+ + = + ;

с точностью до нормировки эти формулы определяют обратные матрицы . Тогда систему уравне-
ний можно переписать в существенно более простом виде: 

 ( ) 

2 2 2 2 2 2
1 10( ) ( ) ( ) 0m mi p M p M f a p M f b p M f+ −+ + − −+ + +β + −β + = ,  (4a)

 

2 2 2 2
0 0( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0m mp M f A M b f p M f C M a f+ −− +′ ′+ − + = , + + + = .β β  (4b)

Уравнение (4a) с использованием (4b) преобразуется к виду матричного дифференциального 
уравнения относительно одной компоненты 0f : 

   

2 2
1 1 0( )( ) ( ) ( ) 0m m m mi p M p M a A M b b C M a f+ −+ −− +

 ′ ′+ + +β + +β + = .β β 
   (5)

Фактически достаточно решить уравнение (5) относительно 0f ; две другие компоненты f f+ +,  
вычисляются по 0f  с помощью уравнений из (4b) . 

Нужно знать явный вид введенных выше обратных операторов . Для решения этой задачи до-
статочно установить вид минимальных полиномов [3] соответствующих матриц . После выпол-
нения необходимых вычислений устанавливаем, что требуемые обратные операторы должны 
быть квадратичными по соответствующим матрицам; они задаются соотношениями 

   

2 2 21( ) ( ) ( ) ( )M i p i p M i p p M
M

 + = − + + , 

 
2 2

2
2 2 2 2( ) 1

( )
p M M MA M A A

M p M M M p M M

 
 
 
  

+ + Γ + Γ
+ = − + ,

+ + Γ + + Γ

 
2 2

2
2 2 2 2( ) 1

( )
p M M MC M C C

M p M M M p M M

 
 
 
  

+ − Γ − Γ
+ = − + .

+ − Γ + − Γ
, (11)

где 

 







2 2
2 2M P M p M P M pA i p A C i p C

M M M M
+ Γ −Γ

= , = − , = , = − .
+ Γ + Γ −Γ −Γ

С учетом этого уравнение для компоненты 0 ( )f r  можно привести к виду 

 

2 2
1 2 2 2

1 1{ ( )
( )

m mp M a b
MM p M M

++ + ×
+ Γ+ + Γ



  

2 2 2 2 2 2 2 2 2[ ( )( ) ( ) ( )( )p M M i p M p M M i p p M p M M+ + ++ + Γ β − + + Γ β + + + + Γ β −

  

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ] ( )p M i p M P p M i p M P+ + −+ β + Γ + + β + Γ β +

 1 2 2 2
1 1

( )
m mb a

MM p M M
− ×

− Γ+ − Γ


  

2 2 2 2 2 2 2 2 2[ ( )( ) ( ) ( )( )p M M i p M p M M i p p M p M M− − −+ − Γ β − + − Γ β + + + − Γ β −
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2 2 2 2 2
0( ) ( ) ( ) ( ) ] ( ) } 0p M i p M P p M i p M P f− − ++ β − Γ + + β −Γ β = .  

Дальше предстоит учесть явный вид составляющих в компоненте 0f  (она зависит от функ-
ций 3 4 12 34f f f f, , , ) и явный вид всех матриц . После необходимых вычислений можно привести 
задачу к набору из четырех уравнений 

 34 4 3 3 4( )if p f p f
M

= − − , (6a)

  

2 2
1 1 4 3 3 4( ) 0m m m ma b b a p M p f p f 
+ −  

+ + + − = ,   (6b)

  

02 2 2
1 1 3 3 4 4 12

2( )m m m m
Ba b b a p M p f p f p f
M

 
+ −  

 + + + + = − Γ , 
 

   (6c)

  

0 02 2
1 1 12 12 3 3 4 4

2 2 ( )m m m m
B Ba b b a p M f f p f p f
M M

 
+ −  

   + + + = Γ − + Γ + − + Γ + .      
   (6d)

Анализ уравнений (6a) и (6b) очевиден . Система (6c), (6d) решается через диагонализацию 
матрицы смешивания . Для этого введем функции 

 1 3 3 4 4 1 12 2 3 3 4 4 2 12( ) ( )p f p f f p f p f fΦ = + + λ , Φ = + + λ ,

где 1 2λ ,λ  – решения уравнения 2 2 0pλ − λΓ + = : 

 2 2 2 2
1 2

1 14 4
2 2

p p   
      
   

λ = Γ + Γ − , λ = Γ − Γ − .

Для функций 1 2Φ ,Φ  получаем раздельные уравнения с похожей структурой: 

  

02 2
1 1 1 2 1 21 2 1 2

2( ) 0m m m m
Ba b b a p M
M

+ − , ,, ,
 + + + + Φ = , = − Γ λ .′ ′λ λ  
 

 

Получение спектров энергии. В явном виде два последних уравнения записываются так: 

 
2 2 2

02 2 2
3 1 21 22 2

1 ( ) 0d d m B rM p
r drdr r

,,
 −

+ + ε − − − − Φ = .′ λ 
 

Вводим переменную 2
0 ,x B r= | |  уравнение для 1Φ  примет вид 

 
2 2

0 0 0 2 2 2
0 3 112

( )4 0d d B m xB BB x M p
dx xdx

   | | − / | |
| | + − + ε − − − Φ = .′   λ    

Для определенности полагаем 0 0B B= − | |: 

 
2 2 2 2 2

3 1
12

0

( ) 0
4 4

d d m x M px
dx x Bdx

 + ε − − − ′λ+ − + Φ = . 
| |  

Используем подстановку 1 1 2 1 2,A Cxx e A m c−Φ = , = + | | / , = /Φ  в результате получаем 

 
2 2 2 2

3 1
12

0

1( 1 ) 0
2 4

d d m m M px m x
dx Bdx

  | | + + ε − − − ′λ+ | | + − − − = .   Φ | |   
Это вырожденное гипергеометрическое уравнение; условие обрыва ряда до полинома имеет вид 

 
2 2 2

3 1

0

1
2 4

m m M p n
B

| | + + ε − − − ′λ− = − ;
| |

откуда следует правило квантования 

 2 2 2
1 1 3 0 12 ( 1 2 )M p B m m nΦ , ε − − = | | + | | + + + ;′λ

Φ1,
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для решений 2Φ  имеем спектр с похожей структурой: 

 2 2 2
2 2 3 0 22 ( 1 2 )M p B m m nΦ , ε − − = | | + | | + + + .′λ

Введем упрощающие обозначения: 

 02 2 2
0 3

22 ( 1 2 ) 0 BB m m n N p p E x
M

| | | + | | + + = , − = ε − = > , − Γ = ,

 2 2
1 2( 4 ) ( 4 )

2 2
x xE E= Γ + Γ + , = Γ − Γ + ,′ ′λ λ

тогда формулы квантования представляются в виде 

 2 2
1 0 0 1 ( 4 )

2
xB B E M N EΦ , = − | |, − = + Γ + Γ + ;

 2 2
2 0 0 2 ( 4 )

2
xB B E M N EΦ , = − | |, − = + Γ − Γ + .

Эти формулы легко разрешаются относительно E (следим одновременно за двумя возможно-
стями): 

 2 22 2 2 4E M N x x E− − − Γ = ± Γ + ,
или 
 2 2 2 22 2 (2 ) ( 4 )z N M x E z x E≡ + + Γ, − = Γ + .

Тогда 

 
2 2 2

2 2( ) 0
4

z xE E z x − Γ
− + + = ,

и корни равны 

 
2

2 2 2 2 2
1

1 ( ) ( )
2 2

z xE z x z x+
= + + − − Γ ,

 
2

2 2 2 2 2
2

1 ( ) ( )
2 2

z xE z x z x+
= − + − − Γ .

Чтобы оба корня 1 2E E,  были вещественными и положительными (это отвечает физическим 
спектрам), нужно требовать 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0 0 0z x z x z x z x+ − − Γ > , + > , − Γ > ; . (7a)

Рассматриваем третье неравенство в (7a): 

 2 2 2 2 2( )( ) 0 (2 2 )(2 2 2 ) 0z x z x z x N M N M x− Γ = − Γ + Γ > ⇒ + + + Γ > ;

для его выполнения при всех значениях N  достаточно требовать положительности параметра 
0xΓ >  (напоминаем, что сейчас рассматривается случай 0 0 0B B= − | |< ) 

 0 02 20 0 0B Bx
M M
| | | | Γ > ⇐⇒ +Γ Γ < ⇐⇒ − < Γ < . 

 
 (7b)

Второе неравенство из (7a) 2 2 2(2 2 ) 0z x N M x x+ = + + Γ + > ; с учетом (7b) выполняется автома-
тически . Первое неравенство 2 4 2 22 0zx x x+ + Γ >  выполняется в силу положительности z: 

22 2 0z N M x x= + + Γ, Γ > . Поскольку в рассмотренном случае 0 0 0B B= − | |<  и (см . (3)) имеем ра-
венство 

 0
3 34 B

M
∗− | |

Γ = ± λ λ ;

то можно использовать только возможность с верхним знаком, когда 0 .Γ <  
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Легко получить аналогичные результаты в случае противоположной ориентации магнитного 
поля 0 0B B= + | |: 

 2 2 2
1 1 3 0 12 ( 1 2 )M p B m m nΦ , ε − − = | | − + | | + + + .′λ

 2 2 2
2 2 3 0 22 ( 1 2 )M p B m m nΦ , ε − − = | | − + | | + + + .′λ

Используя прежние обозначения, формулы квантования представляются так же 

 2 2
1 0 0 ( 4 )

2
xB B E M N EΦ , = − | |, − = + Γ + Γ + ,

 2 2
2 0 0 ( 4 )

2
xB B E M N EΦ , = − | |, − = + Γ − Γ + ;

эти формулы разрешаются относительно E: 

 
2

2 2 2 2 2
1

1 ( ) ( )
2 2

z xE z x z x+
= + + − − Γ ,

 
2

2 2 2 2 2
2

1 ( ) ( ) .
2 2

z xE z x z x+
= − + − − Γ

Чтобы оба корня 1 2E E,  были вещественными и положительными, нужно, как и прежде, тре-
бовать 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0 0 0z x z x z x z x+ − − Γ > , + > , − Γ > .

Первое неравенство 

 2 2 2 2 2( )( ) 0 (2 2 )(2 2 2 ) 0z x z x z x N M N M x− Γ = − Γ + Γ > ⇒ + + + Γ >

выполняется при (напоминаем, что рассматривается случай 0 0 0B B= + | |< ) 

 020 ( ) 0 0Bx
M
| |

Γ > ⇐⇒ − + Γ Γ > ⇐⇒ Γ < .

Формально возможную область положительных значений 00 2 B MΓ > ,Γ > | | /  рассматриваем 
как отвечающую нефизической ситуации, поскольку в нее не попадают заведомо разрешенные 
как угодно близкие к нулю значения Г . Два оставшихся неравенства выполняются автоматически: 

 2 2 2(2 2 ) 0z x N M x x+ = + + Γ + > ;

 2 4 2 2 22 0 ( 2 2 0)zx x x z N M x x+ + Γ > = + + Γ, Γ > .

Спектр энергии, отвечающий уравнению (6a) для функции 4 3 3 4( ),p f p f−  имеет вид 

 2 2 2
0 0 3 02 ( 1 2 )B B M p B m m n= − | |, ε − − = | | + | | + + ,

 2 2 2
0 0 3 02 ( 1 2 )B B M p B m m n= + | |, ε − − = | | − + | | + + .

Нейтральная векторная частица в магнитном поле. Самостоятельный интерес представ-
ляет случай электрически нейтрального векторного бозона с аномальным магнитным моментом . 
В данном случае система уравнений относительно компонент 3 4 12 34f f f f, , ,  упрощается: 

 34 4 3 3 4( )if p f p f
M

= − − ,  (8a)

  

2 2
1 1 4 3 3 4( ) 0m m m ma b b a p M p f p f 
+ −  

+ + + − = ,   (8b)

  

2 2 2
1 1 3 3 4 4 12( )m m m ma b b a p M p f p f p f 
+ −  

+ + + + = − Γ ,   (8c)

  

2 2 2
1 1 12 12 3 3 4 4( )m m m ma b b a p M f f p f p f 
+ −  

+ + + = Γ + Γ + .   (8d)
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Анализ уравнений (8a) и (8b) очевиден . Система (8b)–(8d) решается через диагонализацию 
матрицы смешивания . Введем обозначения: 

  

2 2
1 1 3 3 4 4 1 12 2

1 ( )m m m ma b b a p M p f p f f 
+ −  

∆ = + + + , + = Φ , = Φ ;
Γ

 

систему уравнений (8c), (8d) можно переписать короче в матричном виде так: 

 
2 2

1 1 1 11

2 2 2 2

0 0  .
1 1

p pS S S S−Φ Φ Φ Φ− −
∆ = ⇒ ∆ =
Φ Φ Φ ΦΓ Γ

Требуем 

 
2

1 11 121

2 21 22

00
01

s spS S S
s s

− λ−
= , = ;

λΓ

получаем 

 
1 211 21
2 2

12 221 2

1 1
0 0 .

( ) ( )
s s
s sp p

−λ −λ
= , =

− Γ−λ − Γ−λ

Решения выглядят так: 

 2 2
1 11 12 1

1 ( 4 ) 1
2

p s sλ = Γ + Γ − , = , = λ ;

 2 2
2 21 22 2

1 ( 4 ) 1
2

p s sλ = Γ − Γ − , = , = λ .

Таким образом, для функций 1 2Φ ,Φ  находим раздельные уравнения: 

  

2 2
1 1 1 2 1 2 0m m m ma b b a p M 

 + − , , 
+ + + − Γλ Φ = . 

В явном виде два последних уравнения записываются так: 

 
2 2

2 2 2
3 1 2 1 22 2

1 0d d mM p D D
r drdr r

, ,
 

ε − − + Γλ ≡ , + + − Φ = .  
 

Будем искать решение в виде ( )A Brr e f rΦ = ; для функции ( )f r  получим уравнение 

 
2 2 2

2
2 2

2 1 22 0d f A df A m AB BB B D f
r dr rdr r

 + − + + + + + + + = .       

На параметры A B,  накладываем следующие ограничения: 

 2 2 20 | |A m A m B D B i D− ≡ ⇒ = ± ; = − ⇒ = ± ,

тогда уравнение примет вид 

 
2

2 (2 1 2 ) (2 ) 0 .d f dfr A Br AB B f
drdr

+ + + + + =  (9)

Отмечаем, что только при положительном | |A m= +  будем иметь решения, конечные в нуле 0r = : 
дальше будем предполагать это условие выполненным . Кроме того, из физических соображений 
должны требовать положительности параметра D – только тогда введение дополнительного па-
раметра аномального магнитного момента Г согласуется с принципом соответствия: 

 2 2 2
0 30 0D D M pΓ = ⇒ → = ε − − > .

Также для определенности выбираем B i D= + ; это не уменьшает общности дальнейшего 
рассмотрения .



 Чтобы преобразовать уравнение (9) к канонической форме вырожденного гипергеометриче-
ского уравнения, вводим новую переменную: 

 
2

2
12 (2 1 ) 0,
2

d f dfBr x x A x A f
dxdx

 = − , + + − − + = 
 

 

что сопоставляется с вырожденным гипергеометрическим уравнением 

 ( ) 0 1 2 2 1 2F c x F aF a A c A a′′ ′+ − − = , = + / , = + = .

Напоминаем, что 

 2 2
3 1 22 2  .x Br i M p ,= − = − − + Γλ

Фактически проявление аномального магнитного момента у электрически нейтральной век-
торной частицы сводится к появлению зависящего от величины и знака параметра Г ( | | | |Γ = + Γ , − Γ ) 
масштабного фактора в аргументе волновых функций . Имеем два типа состояний при каждом 
значении Г: 

 ( )2 2 2 2
1 2 3

12 2 4
2

x Br i M p p,λ , = − = − − + Γ Γ ± Γ − ,

При каждом значении Г есть третий класс состояний, в которых параметр Г никак себя не 
проявляет (см . уравнение (8b)): 

 
2 2

2 2 2
3 4 3 3 42 2

1 ( ) 0d d mM p p f p f
r drdr r

 
+ + ε − − − − = ,  

 

отвечают решения с обычным (немодифицированным) аргументом x (как для частицы без ано-
мального момента) 

 2 2
32 2x Br i M p= − = − − .

В заключение отметим, что аномальный магнитный момент для частицы со спином 1 про-
являет себя во внешнем магнитном поле в свойствах параметров решений и спектрах квантовых 
чисел; причем и для заряженной и для незаряженной частиц . 

Авторы благодарны участникам семинара Лаборатории теоретической физики Института 
физики НАН Беларуси за полезное обсуждение и советы . 

Список использованной литературы

1 . Petras, M. A note to Bhabha’s equation for a particle with maximum spin 3/2 / M . Petras // Czech . J . Phys . – 1955 . – 
Vol . 5, N 3 . – P . 418–419 . 

2 . Кисель, В. В. Теория Петраша для частицы со спином 1/2 в искривленном пространстве–времени / В . В . Ки-
сель, Н . Г . Токаревская, В . М . Редьков . – Препринт № 737 / Институт физики НАНБ . – Минск, 2002 . – 25 с . 

3 . Теория Петраша для частицы со спином 1/2 в искривленном пространстве-времени / А . А . Богуш [и др .] // 
Весцi НАН Беларусі . Сер . фiз .-мат . навук . – 2002 . – № 1 . – С . 63–68 . 

4 . Редьков, В. М. Поля частиц в римановом пространстве и группа Лоренца / В . М . Редьков . – Минск: Белорусская 
наука, 2009 . – 496 с . 

5 . Shamaly, A. Unified theories for massive spin 1 fields / A . Shamaly, A . Z . Capry // Can . J . Phys . – 1973 . – Vol . 51, N 14 . – 
P . 1467–1470 . 

6 . Кисель, В. В. Pелятивистские волновые уравнения с расширенным набором представлений: автореф . дис . … 
канд . физ .-мат . наук / В . В . Кисель . – Минск, 1984 . – 11 с . 

7 . Квантовая механика электрона в магнитном поле, учет аномального магнитного момента / Е . М . Овсиюк [и др .] // 
Докл . НАН Беларуси . – 2016 . – Т . 60, № 4 . – С . 67–73 .

8 . Частица со спином 1/2 и аномальным моментом в однородном электрическом поле / Е . М . Овсиюк [и др .] // 
Весн . Брэсцкага ун-та . Сер . 4 . Фiзiка, матэматыка . – 2016 . – № 1 . – С . 22–28 .

Поступило в редакцию 12.09.2016


