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In this article we present a local classification of three-dimensional reductive homogeneous spaces allowing a normal 
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all invariant affine connections together with their curvature and torsion tensors, canonical connections and natural torsion-
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Инвариантные связности на редуктивных однородных пространствах изучались П. К. Ра-
шевским, М. Куритой, Э. Б. Винбергом, Ш. Кобаяси, К. Номидзу [1] и др. Настоящее сообщение 
является продолжением работы автора о нормальных связностях на редуктивных однородных 
пространствах, в которой приведен более подробный тематический обзор, а также обоснование 
применяемых методов; при изложении сохранены обозначения, введенные ранее. В данной 
работе также изучаются трехмерные редуктивные пространства, но внимание сосредоточено на 
пространствах с неразрешимой группой преобразований и разрешимым стабилизатором. 

Цель работы – описать трехмерные редуктивные однородные пространства, допускающие 
нормальную связность, сами связности, их тензоры кривизны, кручения и алгебры голономии.

Пусть M – дифференцируемое многообразие, на котором транзитивно действует группа ,G  
= xG G  – стабилизатор произвольной точки .x M∈  Проблема классификации однородных 

пространств (M, G) равносильна классификации пар групп Ли ( ,G  G), где G G⊂  (см., напр., [2]). 
Пусть g – алгебра Ли группы Ли ,G  а g – подалгебра, соответствующая подгруппе G. Однородное 

©  Можей Н. П., 2017.
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пространство /G G редуктивно, если алгебра Ли g для G может быть разложена в прямую сумму 
векторных пространств – алгебры Ли g для G и ad( )G -инвариантного подпространства ,m  т. е. 
если , 0;= + ∩ =g g m  g m  ad( ) .G ⊂m m  Второе условие влечет [ , ] ⊂g m m и наоборот, если G 
связна. Пара ( , )g g  называется изотропно-точной, если точно изотропное представление 
подалгебры g (если /G G редуктивно, то линейное представление изотропии для G всегда 
точное). Там, где это не будет вызывать разночтения, будем отождествлять подпространство, 
дополнительное к g в ,g  и фактор-пространство = / .m g g  Если /G G редуктивно, то оно всегда 
допускает инвариантную связ ность. 

Будем описывать пару ( , )g g  при помощи таблицы умножения алгебры Ли g. Через 1{ , ..., }ne e  
обозначим базис g ( = dimn g). Будем полагать, что подалгебра Ли g порождается векторами 

1 3, ..., ,ne e −  а 1 2 2 1 3{ , , }n n nu e u e u e− −= = =  – базис m. Для нумерации подалгебр используем запись 
. ,d n  а для нумерации пар – запись . . ,d n m  соответствующие приведенным в [3], здесь d – 

размерность подалгебры, n – номер подалгебры в (3, ),gl  а m – номер пары ( , ).g g  
Т е о р е м а. Все трехмерные редуктивные однородные пространства, допускающие 

нормальную связность, такие, что g неразрешима, а g разрешима ( {0}≠g ), локально имеют 
следующий вид: 

3.19.14. e1 e2 e3 u1 u2 u3 3.21.6. e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 –e2 e3 0 u2 –u3 e1 0 –e3 e2 0 –u3 u2
e2 e2 0 0 0 u1 0 e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 –e3 0 0 0 0 u1 , e3 –e2 0 0 0 0 u1 ,
u1 0 0 0 0 e3 e2 u1 0 0 0 0 e2 e3
u2 –u2 –u1 0 –e3 0 e1 u2 u3 –u1 0 –e2 0 e1
u3 u3 0 –u1 –e2 –e1 0 u3 –u2 0 –u1 –e3 –e1 0

3.21.7. e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 –e3 e2 0 –u3 u2
e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 –e2 0 0 0 0 u1 ,
u1 0 0 0 0 –e2 –e3
u2 u3 –u1 0 e2 0 –e1
u3 –u2 0 –u1 e3 e1 0

2.9.12. e1 e2 u1 u2 u3 2.21.4. e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 –e2 u1 –2u2 2u3 e1 0 e2 u1 0 –u3
e2 e2 0 0 0 u1 e2 –e2 0 0 u1 u2
u1 –u1 0 0 e2 0 , u1 –u1 0 0 u1 u2 ,
u2 2u2 0 –e2 0 –e1 u2 0 –u1 –u1 0 u3
u3 –2u3 –u1 0 e1 0 u3 u3 –u2 –u2 –u3 0

1.1.5. e1 u1 u2 u3 1.1.7. e1 u1 u2 u3 1.3.3. e1 u1 u2 u3

e1 0 u1 –u2 0 e1 0 u1 –u2 0 e1 0 –u2 u1 0
u1 –u1 0 e1 0 , u1 –u1 0 e1+u3 0 , u1 u2 0 e1+u3 0 ,
u2 u2 –e1 0 0 u2 u2 –e1–u3 0 0 u2 –u1 –e1–u3 0 0
u3 0 0 0 0 u3 0 0 0 0 u3 0 0 0 0

1.3.4. e1 u1 u2 u3 1.3.5. e1 u1 u2 u3

e1 0 –u2 u1 0 e1 0 –u2 u1 0
u1 u2 0 –e1+u3 0 , u1 u2 0 e1 0 ,
u2 –u1 e1–u3 0 0 u2 –u1 –e1 0 0
u3 0 0 0 0 u3 0 0 0 0

1.3.6. e1 u1 u2 u3 1.8.2. e1 u1 u2 u3

e1 0 –u2 u1 0 e1 0 0 u1 u2
u1 u2 0 –e1 0 , u1 0 0 u1 u2 .
u2 –u1 e1 0 0 u2 –u1 –u1 0 u3
u3 0 0 0 0 u3 –u2 –u2 –u3 0
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g – подалгебра алгебры Ли (3, )gl  такая, что пара ( , )g g  
допускает нормальную связность, g неразрешима, а g разрешима ( {0}≠g ). Тогда g сопряжена 
одной и только одной из следующих подалгебр [4]: 

4.21 
x y u

z ; 3.13 
x z

y
xm

, 
= 1,
= 0;

m −
m

 3.19 
y z
x

x−
;

3.21 
y z

x
x−

; 3.25 
x z

y ; 2.8 
x

y ; 2.9 2
2

y x
y

y
− ; 2.17 

x
y ;

2.21 
x y

y
x−

; 1.1 
x

x− ; 1.3 
x

x− ; 1.5 
x

; 1.8 
x

x .

Предполагается, что переменные обозначены латинскими буквами и принадлежат R (μ – па-
раметр).

Для каждой такой подалгебры найдем редуктивные изотропно-точные пары, выберем пары, 
допускающие нормальную связность, а также выпишем сами аффинные связности, их тензоры 
кривизны и кручения, алгебры голономии. Рассмотрим, например, подалгебру g в (3, )gl  типа 
2.21. Пусть 1 2= { , }E e e  – базис ,g  где

 

1 1 2 2

1 0 0 0 1 0
= ( ) = 0 0 0 , = ( ) = 0 0 1 .

0 0 1 0 0 0
e e e e

   
   L L   
   −   

Через h обозначим нильпотентную подалгебру алгебры Ли ,g  порожденную вектором e1. Имеем 
*( ) = ( ) ( ) для всех .Uα α α× α∈g h g h h h  Тогда 

 
(0) (1) (1) (0) ( 1)

1 1 2 2 3( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,e U u e U u U u−⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃    g h h g h h h

проверив тождество Якоби, получим, что 1 2 1 1 1 3 1 2 2 3 1 3[ , ] , [ , ] , [ , ] .u u u u u u u u u= α = α = α  При 1 0α ≠  

отображение 4: ,π →g g  где 1 1 2 2 1 1 2 2 3 3
1 1 1

1 1 1( ) = , ( ) = , ( ) = , ( ) = , ( ) = ,e e e e u u u u u uπ π π π π
α α α

 уста-
навливает эквивалентность пар ( , )g g  и 2.21.4 (это пространство является редуктивным с ка-
ноническим разложением). При 1 = 0α  пара ( , )g g  тривиальна, т. е. у полученной пары алгебра g 
является разрешимой и не входит в рассматриваемый в работе класс алгебр. Разумеется, пары не 
сопряжены друг другу, так как в случае 2.21.4 алгебра g не является разрешимой.

Для остальных подалгебр рассуждения аналогичны. В частности, рассмотрим, например, 
подалгебру 3.21. Пусть 1 2 3= { , , }E e e e  – базис ,g  где

 

1 1 2 2 3 3

0 0 0 0 1 0 0 0 1
= ( ) = 0 0 1 , = ( ) = 0 0 0 , = ( ) = 0 0 0 .

0 1 0 0 0 0 0 0 0
e e e e e e

     
     L L L     
     −     

Через h обозначим нильпотентную подалгебру алгебры Ли ,g  порожденную вектором e1. Рас-
смотрим комплексный обобщенный модуль ( , ).U g  Положим = 1, = 1,2,3, и =i i je e i u⊗ 

1, = 1,2,3.ju j⊗  Тогда 1 2 3= { , , }E e e e

    – базис .g  Векторное пространство U  может быть 
отождествлено с 3 ,  и 1 2 3{ , , }u u u    – стандартный базис в .U   Тогда (0) ( )

1( ) = , ( ) =ie 


g h g h

( )
2 3 2 3( ), ( ) = ( ),ie ie e ie−+ −

   
 g h

 
(0) ( ) ( )

1 2 3 2 3( ) ( ) = , ( ) ( ) = ( ), ( ) ( ) = ( )i iU u U u iu U u iu+ −+ −     

    
  h h h  
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и

 

1 2 3

1 3 2 2 3

1 1 2 1 2 3 1 3

1 2 3 3 2 2 1 3 2 1

1 3 2 3 2 3 1 3 3 1

[ , ] = ,
[ , ] = , [ , ] = 0,
[ , ] = 0, [ , ] = , [ , ] = ,
[ , ] = , [ , ] = , [ , ] = ,
[ , ] = , [ , ] = , [ , ] = ,

e e e
e e e e e
e u e u pe e u pe
e u qe u e u u e u pe
e u u re e u pe e u u

−

−
+ −

имеем 

 
(0) ( )

1 1 2 3 2 3
( )

2 3 2 3

( ) ( ) = , ( ) ( ) = ( ) ( ),

( ) ( ) = ( ) ( ).

i

i

e u e ie u iu

u iu e ie−

+ + + +

− + −

   

 

     
   

   
 

g h g h

g h
Поэтому

  1 2 2 2 3 3 2 2 3 3 1 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 3 1 1 1 1[ , ] = , [ , ] = , [ , ] = .u u a e a e u u u u b e b e u u u u c e u+ + α + α + + b + b + γ

При 0p ≠  пространство не является редуктивным (не существует разложения = +g g m), так 
как не выполняется условие [ , ] .⊂g m m  При = 0,p  используя тождество Якоби, видим, что 

1 2 2 2 1 3 2 3 2 3 2 1 1 1[ , ] = , [ , ] = , [ , ] = ,u u a e u u a e u u a e u+ γ  = 0.q  При 0r ≠  пространство также не является 
редуктивным. При 2 = = 0a r  пара ( , )g g  эквивалентна тривиальной паре 3.21.1 при помощи 
отображения 1: ,π →g g  1 1

1 1 2 2 3 3 3 2( ) = , = 1, 2, 3, ( ) = , ( ) = , ( ) = .
2 2i ie e i u u u u e u u eγ γ

π π π − π −  По-
лученная алгебра является разрешимой и не входит в рассматриваемый в работе класс алгебр.

При 2 > 0,a  = 0r  пара ( , )g g  эквивалентна паре 3.21.6 (это пространство является редуктивным 
с каноническим разложением) при помощи отображения 6:π →g g такого, что 

 

1 1
1 1 2 2 3 3 3 2

2 2 2

1 1 1( ) = ,  = 1, 2, 3, ( ) = , ( ) = , ( ) = .
2 2i ie e i u u u u e u u e

a a a
γ γ   π π π − π −   

   

При 2 < 0a , = 0r  пара ( , )g g  эквивалентна паре 3.21.7 (пространство является редуктивным  
с каноническим разложением). 

Заметим, что 1 6dim dim ,D D≠g g  1 7dim dim ;D D≠g g  подалгебра Леви в 6g  изоморфна (2, ),sl  
а подалгебра Леви в 7g  изоморфна (2).su  Отсюда следует, что пары не эквивалентны друг другу.

Проведя вычисления, аналогичные приведенным выше, получаем, что редуктивные про стран-
ства задают только пары, приведеные в теореме. Выпишем для найденных пар разложение Леви:

Пара Разложение Леви Пара Разложение Леви

3.19.14 2 1 3 1 2 3 1 2{{ , , },{ , , }}e u e u u u e e− − + − − 1.1.7 3 1 3 1 2{{ },{ , , }}u e u u u− − − −

3.21.6 3 2 1 3 1 2 1 3{{ , , },{ , , }}e e u u u u e e− − − + − 1.3.3 3 1 3 1 2{{ },{ , , }}u e u u u+

3.21.7 1 2 3 3 1 2 1 3{{ , , },{ , , }}u e e u u u e e− − + − − 1.3.4 3 1 3 1 2{{ },{ , , }}u e u u u− + − −

2.9.12 1 2 2 1 3 1 2{{ , },{ 2 ,2 2 , }}u e u u u e e− − + − − 1.3.5 3 1 1 2{{ },{ , , }}u e u u

2.21.4 1 2 2 1 1 3 2{{ , },{ , , }}e u e u u u u+ − + − 1.3.6 3 1 1 2{{ },{ , , }}u e u u− − −

1.1.5 3 1 1 2{{ },{ , , }}u e u u− − − 1.8.2 1 1 1 2 3{{ },{ , , }}e u u u u− +

Аффинной связностью на паре ( , )g g  называется такое отображение : ( ),L →g gl m  что его 
ограничение на g есть изотропное представление подалгебры, а все отображения являются g-ин-
вариантными. Инвариантные аффинные связности на однородном пространстве (M, G) находятся 
во взаимно однозначном соответствии со связностями на паре ( , )g g  (см., напр., [5]). Будем 
описывать аффинную связность через образы базисных векторов 1( ),uL  2( ),uL  3( ).uL  Пусть

 

1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3

1 2,1 2,2 2,3 2 2,1 2,2 2,3 3 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3

( ) = , ( ) = , ( ) =
p p p q q q r r r

u p p p u q q q u r r r
p p p q q q r r r

     
     L L L     
     
     

для некоторых , , ,, ,i j i j i jp q r ∈ (при , = 1, 2, 3i j ). Пусть, например, далее ( , )g g  – локально 
однородное пространство 2.21.4. Отображение является g-инвариантным, следовательно, 
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 2 1 2 1 2 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = 0,e u e u e uL L L ⇒ L L

получим 2,1 = 0,p  2,2 1,1= ,p p  2,3 1,2= ,p p  3,1 = 0,p  3,2 2,1= ,p p  3,3 1,1= ,p p  3,2 = 0.p  Поскольку 

 1 1 1 1 1 1 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = ( ),e u e u e u uL L L ⇒ L L L  1,1 1,3= = 0.p p
Так как 
 2 2 2 2 2 2 1[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = ( ),e u e u e u uL L L ⇒ L L L

 2,2 1,1 1,2= ,q q p+  2,3 1,2 1,3= ,q q p+  3,3 2,2 1,2= ,q q p+  2,1 3,1 3,2= = = 0.q q q  
Если 
 1 2 1 2 1 2[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = 0,e u e u e uL L L ⇒ L L
то 1,2 1,3= = 0.q q  Поскольку 

 2 3 2 3 2 3 2[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = ( ),e u e u e u uL L L ⇒ L L L

 1,1 1,2 2,1 3,2= = = ,q p r r−  2,2 1,1= ,r r  2,3 1,2= ,r r  3,1 = 0,r  3,3 2,2= .r r  
Так как 
 1 3 1 3 1 3 3[ ( ), ( )] = ([ , ]) [ ( ), ( )] = ( ),e u e u e u uL L L ⇒ L L −L

имеем 1,1 1,2 1,3= = = 0,r r r  таким образом,

 

1,2 1,2

1 1,2 2 3 1,2

1,2 1,2

0 0 0 0 0 0 0
( ) = 0 0 , ( ) = 0 0 0 , ( ) = 0 0 .

0 0 0 0 0 0 0

p p
u p u u p

p p

−    
    L L L −    

     −     
Прямыми вычислениями получаем, что аффинные связности на найденных парах имеют вид:

Пара Связность
3.19.14 1,3 1,20 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

q r     
     
     
     
     

3.21.6
3.21.7

1,2 1,3 1,3 1,20 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

q q q q−     
     
     
     
     

2.9.12 нулевая
2.21.4 1,2 1,2

1,2 1,2

1,2 1,2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0 0

p p
p p

p p

−    
     −    

     −     

1.1.5
1.1.7

1,3 1,1

2,3 2,2

3,2 3,1 3,3

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0

p r
q r

p q r

     
     
     
     
     

1.3.3
1.3.4

1,3 2,3 1,1 1,2

2,3 1,3 1,2 1,1

3,1 3,2 3,2 3,1 3,3

0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 , 0

0 0 0 0

p p r r
p p r r

p p p p r

−     
     −     
     −     

1.3.5
1.3.6

1,3 2,3 1,1 1,2

2,3 1,3 1,2 1,1

3,1 3,2 3,2 3,1 3,3

0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 , 0

0 0 0 0

p p r r
p p r r

p p p p r

−     
     −     
     −     

1.8.2 1,2 1,3 1,2 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3

1,2 1,2 1,3 1,2 1,1 1,2 1,2 1,3

1,2 1,2 1,1 1,2 1,3

0
0 0 , 0 0 ,
0 0 0 0 0 0 2

p p p q q r r r
p q p p r q r q

p p r q p

−    
     + − + +    

     − + +     
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Инвариантная связность, определяемая равенством 0,L =m  называется канонической 
связностью (относительно разложения = +g g m), ее также называют канонической связностью 
второго рода. Для канонической связности каждая геодезическая, исходящая из o, имеет 
вид ( ),tf o  где exp( ),tf tx x= ∈m. Таким образом, связность является канонической, если 

1 2 3( ) ( ) ( ) 0.u u uL = L = L =  Выпишем, при каких условиях связность имеет те же геодезические, 
что и каноническая:

3.19.14 r12 = –q13 1.1.7 q31 = –p32, r33 = 0, r11 = –p13, r22 = –q23

3.21.6 q12 = 0 1.3.3 p31 = 0, r33 = 0, r11 = –p13, r12 = p23

3.21.7 q12 = 0 1.3.4 p31 = 0, r33 = 0, r11 = –p13, r12 = p23

2.9.12 нулевая 1.3.5 p31 = 0, r33 = 0, r11 = –p13, r12 = p23

2.21.4 p12 – любое 1.3.6 p31 = 0, r33 = 0, r11 = –p13, r12 = p23

1.1.5 q31 = –p32, r33 = 0, r11 = –p13, r22 = –q23 1.8.2 q12 = 0, r13 = 0, r11 = –p13, r12 = –q13

Каждое редуктивное однородное пространство допускает единственную инвариантную 
аффин ную связность без кручения, имеющую те же геодезические, что и каноническая связность: 

( ) 1 / 2[ , ] , , .x y x y x yL = ∈m m m  Такая связность называется естественной связностью без кру-
чения, ее также называют канонической связностью первого рода. Выпишем, при каких условиях 
связность является естественной связностью без кручения:

Пара Естественная связность без кручения Пара Естественная связность без кручения
3.19.14 r12 = q13 = 0 (нулевая) 1.1.7 q31 = –1/2, p32 = 1/2, r33 = r11 = p13 = r22 = q23 = 0
3.21.6 q12 = q13 = 0 (нулевая) 1.3.3 p31 = r33 = r11 = p13 = r12 = p23 = 0, p32 = 1/2
3.21.7 q12 = q13 = 0 (нулевая) 1.3.4 p31 = r33 = r11 = p13 = r12 = p23 = 0, p32 = 1/2
2.9.12 параметры нулевые 1.3.5 p31 = r33 = r11 = p13 = r12 = p23 = p32 = 0 (нулевая)
2.21.4 p12 = 1/2 1.3.6 p31 = r33 = r11 = p13 = r12 = p23 = p32 = 0 (нулевая)
1.1.5 q31 = p32 = r33 = r11 = p13 = r22 = q23 = 0  

(нулевая)
1.8.2 q12 = r13 = r11 = p13 = r12 = q13 = 0, p12 = 1/2

Тензор кручения 1
2Inv ( )T T∈ m  и тензор кривизны 1

3Inv ( )R T∈ m  имеют вид 

 ( , ) = ( ) ( ) [ , ] , ( , ) = [ ( ), ( )] ([ , ])T x y x y y x x y R x y x y x yL − L − L L − Lm m m m m m m

для всех , .x y ∈ g  Будем описывать тензор кривизны R через 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , ),R u u  а тензор 
кручения T через 1 2( , ),T u u  1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u  Тензоры кривизны и кручения на редуктивных 
пространствах:

Пара Тензор кривизны
3.19.14 0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

− −     
     −     
     
     

3.21.6 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0

− −     
     −     
     
     

3.21.7 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0

     
     
     
     −     

2.9.12 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 2 0 ,
0 0 0 0 0 0 0 0 2

−     
     −     
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2.21.4 2 21,2 1,2 1,2 1,2
2

1,2 1,2
2

1,2 1,2

0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0

p p p p
p p

p p

 −  − +   
 −  
     −  

2
1,2 1,2

2
1,2 1,2

0 0 0

0 0

0 0

p p

p p

 
 

− + 
 − + 

1.1.5 1,3 3,1 1,3 3,3 1,1 1,3

3,2 2,3

3,2 2,3 1,3 3,1 3,2 2,2 3,3 3,2

1 0 0 0 0
0 1 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0

p q p r r p
p q

p q p q p r r p

− −   
   − +   
   − −   

2,3 3,3 2,2 2,3

3,1 1,1 3,3 3,1

0 0 0
0 0

0 0
q r r q

q r r q

 
 − 
 − 

1.1.7 1,3 3,1 1,1

3,2 2,3 2,2

3,2 2,3 1,3 3,1 3,3

1 0 0
0 1 0 ,
0 0

p q r
p q r

p q p q r

− − 
 − + − 
 − − 

1,3 3,3 1,1 1,3

3,2 2,2 3,3 3,2

0 0
0 0 0 ,
0 0

p r r p

p r r p

− 
 
 
 − 

2,3 3,3 2,2 2,3

3,1 1,1 3,3 3,1

0 0 0
0 0

0 0
q r r q

q r r q

 
 − 
 − 

1.3.3 1,3 3,2 2,3 3,1 1,1 1,3 3,1 2,3 3,2 1,2

2,3 3,2 1,3 3,1 1,2 1,3 3,2 2,3 3,1 1,1

2,3 3,1 1,3 3,2 3,3

1 0
1 0 ,

0 0 2 2

p p p p r p p p p r
p p p p r p p p p r

p p p p r

− + − + − − 
 − − + + − + − 
 − + − 

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1 3,1 1,2 3,2 1,1 3,3 3,2

0 0
0 0 ,

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − 
 + − 
 − − + − 

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

3,2 1,1 3,1 1,2 3,3 3,2 3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1

0 0
0 0

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − + 
 − − 
 − − + − − 

1.3.4 1,3 3,2 2,3 3,1 1,1 1,3 3,1 2,3 3,2 1,2

2,3 3,2 1,3 3,1 1,2 1,3 3,2 2,3 3,1 1,1

2,3 3,1 1,3 3,2 3,3

1 0
1 0 ,

0 0 2 2

p p p p r p p p p r
p p p p r p p p p r

p p p p r

− + − + + − 
 − − − + − + − 
 − + − 

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1 3,1 1,2 3,2 1,1 3,3 3,2

0 0
0 0 ,

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − 
 + − 
 − − + − 

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

3,2 1,1 3,1 1,2 3,3 3,2 3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1

0 0
0 0

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − + 
 − − 
 − − + − − 
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1.3.5 1,3 3,2 2,3 3,1 1,3 3,1 2,3 3,2

2,3 3,2 1,3 3,1 1,3 3,2 2,3 3,1

2,3 3,1 1,3 3,2

1 0
1 0 ,

0 0 2 2

p p p p p p p p
p p p p p p p p

p p p p

− + + − 
 − − + − + 
 − + 

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1 3,1 1,2 3,2 1,1 3,3 3,2

0 0
0 0 ,

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − 
 + − 
 − − + − 

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

3,2 1,1 3,1 1,2 3,3 3,2 3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1

0 0
0 0

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − + 
 − − 
 − − + − − 

1.3.6 1,3 3,2 2,3 3,1 1,3 3,1 2,3 3,2

2,3 3,2 1,3 3,1 1,3 3,2 2,3 3,1

2,3 3,1 1,3 3,2

1 0
1 0 ,

0 0 2 2

p p p p p p p p
p p p p p p p p

p p p p

− + + + 
 − − − − + 
 − + 

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1 3,1 1,2 3,2 1,1 3,3 3,2

0 0
0 0 ,

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − 
 + − 
 − − + − 

2,3 3,3 1,2 1,3 1,1 2,3

1,3 3,3 1,1 1,3 1,2 2,3

3,2 1,1 3,1 1,2 3,3 3,2 3,1 1,1 3,2 1,2 3,3 3,1

0 0
0 0

0

p r r p r p
p r r p r p

p r p r r p p r p r r p

− − + 
 − − 
 − − + − − 

1.8.2 2
1,2 1,2 1,3 1,2 1,3

2
1,2 1,2

0 3

0 0 ,
0 0 0

p p p p p

p p

 − −
 
 −
 
 
 

2 2
1,2 1,2 1,2 1,2 1,3 1,2 1,2 1,2 1,3 1,3 1,2 1,3 1,3

1,2 1,2 1,3 1,2 1,2 1,3
2

1,2 1,2

2
0 0 2 ,

0 0

p p q p p p q p q p q p q
q p p p q p

p p

 − + − − + + −
 

+ − − 
 − 

2
1,2 1,2 1,1 1,2 1,2 1,2 1,2 1,3 1,2

2
1,2 1,2 1,3 1,2 1,1 1,2

2
1,2 1,2

,

0

q p r r p q p q r A

p p p p r q B

p p C

 − − − + − −
 
 − + − − −
 
 − + 

1,2 1,3 1,2 1,3 1,3 1,3 1,2 1,3 1,3= 2 3 ,A p r q q q p r p r− + + − −  
2 2

1,2 1,3 1,2 1,3 1,2 1,2 1,2 1,3= 2 ,B q p q p r p r q+ + − − −

1,2 1,2 1,3 1,2 1,1 1,2 1,3= 2C q p p p r q p+ − − −
Пара Тензор кручения

3.19.14 1,3 1,2(0,0,0), (0,0,0), ( ,0,0)q r−

3.21.6 1,3(0,0,0), (0,0,0), (2 ,0,0)q
3.21.7 1,3(0,0,0), (0,0,0), (2 ,0,0)q
2.9.12 нулевой
2.21.4 1,2 1,2 1,2(2 1,0,0), (0,2 1,0), (0,0,2 1)p p p− − −

1.1.5 3,2 3,1 1,3 1,1 2,3 2,2(0,0, ), ( ,0,0), (0, ,0)p q p r q r− − −
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1.1.7 3,2 3,1 1,3 1,1 2,3 2,2(0,0, 1), ( ,0,0), (0, ,0)p q p r q r− − − −

1.3.3 3,2 1,3 1,1 2,3 1,2 2,3 1,2 1,3 1,1(0,0,2 1), ( , ,0), ( , ,0)p p r p r p r p r− − + − − −

1.3.4 3,2 1,3 1,1 2,3 1,2 2,3 1,2 1,3 1,1(0,0,2 1), ( , , 0), ( , ,0)p p r p r p r p r− − + − − −

1.3.5 3,2 1,3 1,1 2,3 1,2 2,3 1,2 1,3 1,1(0,0,2 ), ( , , 0), ( , , 0)p p r p r p r p r− + − − −

1.3.6 3,2 1,3 1,1 2,3 1,2 2,3 1,2 1,3 1,1(0,0,2 ), ( , , 0), ( , , 0)p p r p r p r p r− + − − −

1.8.2 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3 1,2 1,3 1,1 1,2(2 1, 0, 0), ( ,2 1, 0), ( , , 2 1)p p r p q r p r p− − − − − −

Алгебра Ли группы голономии инвариантной связности : (3, )L → g gl  на паре ( , )g g  –  
это подалгебра алгебры Ли (3, )gl  вида [ ( ), ] [ ( ), [ ( ), ]] ,V V V+ L + L L +g g g  где V – подпростран-
ство, порожденное множеством {[ ( ), ( )] ([ , ]) | , }.x y x y x yL L − L ∈ g  Положим a равной подалгебре 
в (3, ),gl  порожденной множеством { ( ) | }.x xL ∈ g  Если *h  – алгебра Ли группы голономии, то 

* *( ),⊂ ⊂ h a h  где *( ) h  – нормализатор *h  в (3, ).gl  
Будем говорить, что инвариантная связность нормальна, если * = ;h a  например, в случае 

2.21.4 это верно при 1,2 0,p ≠  1,2 1,p ≠  тогда алгебра голономии 
3 1

2 1

2 3

0
0 ,

0

p p
p p

p p

 
 
 
 − 

 а в противном 

случае алгебра голономии нулевая. Аналогично получаем:
Пара Алгебра голономии Пара Алгебра голономии

3.19.14 2 1

3

3

0
0 0
0 0

p p
p

p

 
 
 
 − 

2.9.12 2 1

2

2

0
0 2 0
0 0 2

p p
p

p

 
 − 
 
 

3.21.6
3.21.7

1 2

3

3

0
0 0
0 0

p p
p

p

 
 − 
 
 

2.21.4

1,2 0,1p ≠

 

3 1

2 1

2 3

0
0

0

p p
p p

p p

 
 
 
 − 

1,2 0,1p =  нулевая

Определим, в каких случаях *h  совпадает с a. Для пар 3.19.14, 3.21.6, 3.21.7 и 2.9.12 связность 
является нормальной. У пары 2.21.4 связность нормальна, если 1,2 0,1.p ≠

Рассмотрим пару 1.1.5. Связность нормальна, если: 

1,3 3,1 3,2 2,3,p q p q=  2,2 1,1= ,r r−  3,3 = 0,r  тогда алгебра голономии 
1 1,3 2

1 2,3 3

3,1 3 3,2 2

0
0 ;

0

p p p
p q p

q p p p

 
 − 
 
 

 

1,3 = 0,p  3,1 3,2 2,3 0,q p q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 2,2= ,r r  3,2 2,3 1 / 2p q ≠  или 3,3 2,2r r≠ ), то 

1

3 2 1 4

5 6 2

0 0
;

p
p p p p
p p p

 
 − 
 − 

 

1,3 3,1= = 0,p q  3,2 2,3 0,p q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 2,2= ,r r  3,2 2,3 1 / 2p q ≠  или 3,3 2,2r r≠ ), то 

1

2 1 3

4 2

0 0
0 ;
0

p
p p p

p p

 
 − 
 − 

 

1,3 0,p ≠  3,1 = 0,q  3,2 2,3 0,p q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 2,2= ,r r  3,2 2,3 1 / 2p q ≠  или 3,3 2,2r r≠ ), то

 
1 3 4

2 1 5

6 2

0 ;
0

p p p
p p p

p p

 
 − 
 − 
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1,3 0,p ≠  3,1 0,q ≠  3,2 = 0,p  2,3 0,q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 1,1= ,r r  1,3 3,1 1 / 2p q ≠  или 3,3 1,1r r≠ ), то

 
1 3

4 2 1 5

6 2

0
;

0

p p
p p p p
p p

 
 − 
 − 

 

1,3 0,p ≠  3,1 0,q ≠  3,2 2,3= = 0,p q  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 1,1= ,r r  1,3 3,1 1 / 2p q ≠  или 3,3 1,1r r≠ ), то 

1 3

2 1

4 2

0
0 0 ;

0

p p
p p

p p

 
 − 
 − 

 

1,3 0,p ≠  3,1 0,q ≠  3,2 0,p ≠  2,3 = 0,q  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 1,1= ,r r  1,3 3,1 1 / 2p q ≠  или 3,3 1,1r r≠ ), то 

1 3 4

2 1

5 6 2

0 0 ;
p p p

p p
p p p

 
 − 
 − 

 

1,3 3,1 3,2 2,3 0,p q p q≠ ≠  3,3 2,2 1,1= ,r r r− −  то – (3, ).sl
Рассмотрим пару 1.1.7. Связность нормальна, если: 

1,3 3,1 3,2 2,3=p q p q  ( 2,2 1,1= 0r r− ≠  или 2,2 1,1= = 0,r r  3,2 2,3 1p q ≠ ), 

3,3 = 0r  ( 1,1 1r ≠ −  или 1,3 3,1 0p q ≠ ), тогда алгебра голономии 
1 1,3 2

1 2,3 3

3,1 3 3,2 2

0
0 ;

0

p p p
p q p

q p p p

 
 − 
 
 

 

1,3 3,1 3,2 2,3 2,2 1,1 3,3 2,2 1,1= 0, , = ( ) / 2,p q p q r r r r r≠ ≠ − +  то

 
1 1,1 4 1,3 2

1 2,2 4 2,3 3

3,1 3 3,2 2 2,2 1,1 4

0
0 ;

( ) / 2

p r p p p
p r p q p

q p p p r r p

+ 
 − + 
 + 

1,3 = 0,p  3,1 3,2 2,3 0,q p q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 2,2= 1 / 2,r r ≠  3,2 2,3 1 / 2p q ≠  или 3,3 2,2 ,r r≠  1,1 1r ≠ − ), то

 
1

3 2 1 4

5 6 2

0 0
;

p
p p p p
p p p

 
 − 
 − 

 

1,3 3,1= = 0,p q  3,2 2,3 0,p q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 2,2= 1 / 2,r r ≠  3,2 2,3 1 / 2p q ≠  или 3,3 2,2 ,r r≠  1,1 1r ≠ − ), то

 
1

2 1 3

4 2

0 0
0 ;
0

p
p p p

p p

 
 − 
 − 

 

1,3 0,p ≠  3,1 = 0,q  3,2 2,3 0,p q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 2,2= 1 / 2,r r ≠  3,2 2,3 1 / 2p q ≠  или 3,3 2,2 ,r r≠  1,1 1r ≠ − ), то

 
1 3 4

2 1 5

6 2

0 ;
0

p p p
p p p

p p

 
 − 
 − 

 

1,3 0,p ≠  3,1 0,q ≠  3,2 = 0,p  2,3 0,q ≠  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 1,1= 1 / 2,r r ≠ −  1,3 3,1 1 / 2p q ≠  или 3,3 1,1,r r≠  
2,2 1r ≠ ), то

 
1 3

4 2 1 5

6 2

0
;

0

p p
p p p p
p p

 
 − 
 − 

 

1,3 0,p ≠  3,1 0,q ≠  3,2 2,3= = 0,p q  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 1,1= 1 / 2,r r ≠ −  1,3 3,1 1 / 2p q ≠  или 3,3 1,1,r r≠  
 2,2 1r ≠ ), то

 
1 3

2 1

4 2

0
0 0 ;

0

p p
p p

p p

 
 − 
 − 
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1,3 0,p ≠  3,1 0,q ≠  3,2 0,p ≠  2,3 = 0,q  3,3 2,2 1,1=r r r− −  ( 3,3 1,1= 1 / 2,r r ≠ −  1,3 3,1 1 / 2p q ≠  или 3,3 1,1,r r≠
  2,2 1r ≠ ), то

 
1 3 4

2 1

5 6 2

0 0 ;
p p p

p p
p p p

 
 − 
 − 

 

1,3 3,1 3,2 2,3 0,p q p q≠ ≠  то при 3,3 2,2 1,1=r r r− −  алгебра голономии – (3, ),sl  а при 3,3 2,2 1,1r r r≠ − −  
алгебра голономии – (3, ).gl  

Таким образом, найдены все трехмерные редуктивные однородные пространства с нераз-
решимой группой преобразований и разрешимым стабилизатором, допускающие нормальную 
связность инвариантные аффинные связности на таких однородных пространствах вместе с их 
тензорами кривизны и кручения, алгебрами голономии, выписаны канонические связности,  
а также естественные связности без кручения.
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