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ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ ЧЕБЫШЕВА–МАРКОВА
(Представлено академиком И. В. Гайшуном)

Рациональные дроби Чебышева–Маркова обладают рядом замечательных свойств и являются одним из основ-
ных и, безусловно, важных элементов в теории приближения функций. Дроби Чебышева–Маркова являются неотъем-
лемым аппаратом для построения интерполяционных рациональных функций и квадратурных формул. Однако  
в контексте ортогональных рядов Фурье они не использовались, поскольку в общем случае свойством ортого наль-
ности они не обладают.

В настоящей работе рассматривается система рациональных дробей Чебышева–Маркова при специальном 
выборе определяющих ее параметров. В первой части настоящего сообщения проводится построение элементов 
системы, указываются некоторые их представления и доказывается, что существует вес, при котором исследуемая 
система является ортогональной на отрезке [–1, 1]. Во второй части работы производится построение интеграла 
Дирихле. В третьей части найдены в явном виде коэффициенты в разложении в ряд Фурье функции |x| по 
рассматриваемой системе. В четвертой исследуется оценка приближения функции |x| посредством частичных сумм 
ее ряда Фурье. Доказана, в частности, ее точность. В заключительной части получена асимптотическая оценка 
приближения частичными суммами в целом на отрезке и в случае, когда приближение осуществляется вне особой 
точки. Найдены точные константы этих оценок. 

Ключевые слова: рациональные дроби Чебышева–Маркова, ортогональность, ряды Фурье, интеграл Дирихле, 
оценка приближения частичными суммами, асимптотика и метод Лапласа, точные константы.
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ABOUT ONE SYSTEM OF THE CHEBYSHEV–MARKOV RATIONAL FRACTIONS

(Communicated by Academician I. V. Gaishun)

The Chebyshev–Markov rational fractions have a number of remarkable properties and are one of the main and, certainly, 
important elements in the theory of approximation of functions. The Chebyshev–Markov fractions are the integrant apparatus 
for creation of interpolation rational functions and quadrature formulas. However in the context of the orthogonal Fourier 
series they are not used as generally they have no property of orthogonality.

The present article considers the system of the Chebyshev–Markov rational fractions with a special choice of the 
parameters for its definition. In the first part of the present article, the elements of the system are created, some of their 
representations are specified, and it is proved that there is a weight, at which the studied system is orthogonal on a piece 
[–1, 1]. In the second part of the work, the Dirichlet integral is created. In the third part of the present article, the coefficients 
of the Fourier series expansion of the function |x| in the considered system are found in explicit form. In the fourth part, the 
estimate of the function |x| by means of the partial sums of its Fourier series is investigated. In particular, its accuracy is 
proved. In the closing part, the asymptotic estimate of the approximation by the partial sums on a piece is obtained as a whole 
and when the approximation is carried out outside a singular point. Precise constants of these estimates are found.

Keywords: Chebyshev–Markov’s rational fractions, orthogonality, Fourier series, Dirichlet integral, evaluation of appro-
ximation by partial sums, asymptotic and Laplas method, exact constants.

Введение. В монографии [1] А. А. Марков решает экстремальную задачу о дробях с фик-
сированным знаменателем, наименее уклоняющихся от нуля на отрезке [–1, 1], в случаях, когда этот 
знаменатель представляет собой многочлен или квадратный корень из многочлена, нули которого не 
принадлежат этому отрезку. Найденные им рациональные дроби, решающие постав ленную задачу,  
в общем случае не являются ортогональными. Однако они обладают рядом других свойств, которы-
ми обладают классические полиномы Чебышева. В этой работе А. А. Маркова помимо прочих ре- А. Маркова помимо прочих ре-А. Маркова помимо прочих ре- Маркова помимо прочих ре-Маркова помимо прочих ре-
зультатов содержится принцип построения экстремальных рациональных дробей на основании вы-
бора 2n параметров, которые являются в дальнейшем «инверсионными» полюсами. 
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В настоящей работе исследуется система рациональных дробей Чебышева–Маркова, полу-–Маркова, полу-Маркова, полу-
ченная специальным подбором определяющих ее параметров. Как оказывается, возможно по-
строение системы дробей Чебышева–Маркова, обладающих свойством ортогональности по весу, 
близкому к классическому чебышевскому. Вводятся ряды Фурье по рассматриваемой системе 
рациональных функций и исследуются их аппроксимационные свойства. Найден в явном виде 
такой ряд Фурье для функции |x| на отрезке [–1, 1] и получена асимптотическая оценка прибли-[–1, 1] и получена асимптотическая оценка прибли- и получена асимптотическая оценка прибли-
жений этой функции частичными суммами ее ряда Фурье.

1. Ортогональная система рациональных дробей Чебышева–Маркова на отрезке. Пусть 
задано множество чисел { }2

1 ,n
k ka =  где ka  либо являются действительными и 1,ka <  либо попарно 

комплексно сопряженными. 
Следуя [1] определим углы
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и рассмотрим сумму
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Тогда функция cos ( )n xΦ  и является рациональной косинус-дробью Чебышева–Маркова, см. 
[1]. Будем рассматривать случай, когда параметры , 1,2,...,2ka k n= , удовлетворяют следующим 
условиям:
 , 1, , ; , 1, ,2 .k ka ia k n a ia k n n= = = − = +    (2)

Учитывая (1) и (2), путем несложных алгебраических преобразований нетрудно получить, 
что
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Тогда алгебраическая косинус-дробь Чебышева–Маркова на отрезке [–1, 1] с двумя комп-
лексно-сопряженными полюсами имеет вид
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Отметим, при а = 0 функции ( )nM x  представляют собой классические полиномы Чебышева 
первого рода.

Л е м м а 1. Для косинус-дробей Чебышева–Маркова ( )nM x  справедливо представление
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С помощью соответствующей замены переменной нетрудно получить еще одно представ ле-
ние для рассматриваемых функций
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Как известно, система полиномов Чебышева первого рода является ортогональной на отрезке 
[–1, 1] с весом 2 1/2(1 ) .x −−  Схожим свойством обладают и рациональные дроби Чебышева–
Маркова (3). А именно, имеет место

Т е о р е м а 1. Система рациональных дробей Чебышева–Маркова ( ), 0,1, 2, ...,nM x n =  
является ортогональной на отрезке [–1, 1] с весом
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т. е.
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З а м е ч а н и е 1. Как нетрудно усмотреть, положив в выражении (4) а = 0, получим вес 
классической системы полиномов Чебышева первого рода. 

Пусть функция ( )f x  абсолютно интегрируема с весом (4) на отрезке [–1, 1], т. е. существует 
интеграл
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1
( ) ( , ) .f x x a dx

−
ρ∫

Поставим ей в соответствие ряд Фурье по системе ортогональных с весом (4) рациональных 
функций Чебышева–Маркова (3)
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коэффициенты которого вычисляются по формулам
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Естественно предположить, что такие ряды обладают свойствами, похожими на свойства поли-
но миальных рядов Фурье–Чебышева. 

2. Частичная сумма ряда Фурье–Чебышева по системе рациональных дробей Чебышева–
Маркова и ее интеграл Дирихле. Пусть 
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1
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n
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cS x f c M x
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есть частичная сумма ряда Фурье (5).
Т е о р е м а 2. Для частичных сумм рядов Фурье по системе (3) справедливо представление 
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причем оператор : ,n nS f →  где n  – множество рациональных функций вида 2 2( ) /( 1 ) ,n
np x a x+  

( ) ,n np x ∈Ρ  определяемый с помощью формулы (6) является точным на константах.
З а м е ч а н и е 2. Положив в (6) 0,α =  имеем что
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т. е. Sn(x, f ) представляет собой интеграл Дирихле классической тригонометрической системы для 
функ ции (cos ).f u

Приведем еще один результат в этом направлении.
Т е о р е м а 3. Справедливо следующее представление для частичных сумм ряда Фурье (5) по 

системе рациональных дробей
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Важным отличием формулы (7) от (6) является то, что ядро Дирихле уже не зависит от пара-6) является то, что ядро Дирихле уже не зависит от пара-) является то, что ядро Дирихле уже не зависит от пара-
метра a, т. е. частичная сумма ряда Фурье полностью зависит от поведения функции, которой 
ставится в соответствие ее ряд Фурье. Но подчеркнем, что этот параметр содержится в выраже-
нии новой сложной функции под знаком интеграла.

3. Разложение в ряд Фурье по системе рациональных дробей Чебышева–Маркова 
функции |x|.

Актуальным вопросом теории приближений является построение рядов Фурье по ортонормаль-
ным системам рациональных функций для элементарных функций. В настоящей работе мы ре-
шаем такую задачу для функции |x|, т. е. получим разложение в ряд Фурье по системе (3) для 
функции ( ) , [ 1;1].f x x x= ∈ −

Т е о р е м а 4. Справедливо представление

 0
2 2

1
( ), [ 1,1],

2 m m
m

cx c M x x
+∞

=
= + ∈ −∑   (9)

где 

 ( )2
0

4 ln 1 ,c a a
a

= + +
π

 (10)

 

4 2 2

2 2

41
1

2 1
1 1

2

2
1

2

1
4

1
1

( 1) 1 2 11
2 1 2 2 (1 )

1 1 2 1 (2 1)!

2 1 1 1 1 ( 1)ln
4 1 2 (1 )

( )
1 ( )

( ) !ln ( 1) 1 1 ,
1 2 2 2

1 (
!

)

m m

m

jj j jm jm
j

j

m jj j
m j

j

m

AC j
j j

j jC
j j

c
m

− ν−
+ −ν

= ν=

−

− +
=

− α + α + α − − α
= − +π α − αα

− − α +
− α +

+ + −

+ α

 
−

α

+ α + −
+ − − α − α α −


 

 
− +α  

∑ ∑

∑

  (11)

 (2 1)(2 1)(2 3)...(2 2 3) , 1, , 1, 1, 1, 2, .
2 ( 1)...( 1 )

j
j j j jA v j j m m

j j j
ν ν

+ − − − ν +
= = = − =

− + − ν


Формула (10) получена непосредственным интегрированием, а формулы (11) – с помощью 
теории функций комплексного переменного и некоторых результатов из [2].

В результате получим ряд Фурье функции |x| по системе рациональных дробей Чебышева–
Маркова (3)
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где 2 , 0,1, ...,mc m =  вычисляются по формулам (10) и (11). Для того чтобы в найденном выражении 
поставить знак равенства, т. е. получить именно формулу (9), выполним замену (8). Тогда будем 
иметь
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Ряд, стоящий справа, является сходящимся как тригонометрический ряд Фурье кусочно диф-
ференцируемой функции 
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т. е. справедливо равенство (9).
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Если в соотношении (12) выполнить замену arccos ,xθ =  то получим ряд Фурье–Чебышева
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Заменив в соотношении (12) / 2 ,θ π − θ  найдем
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и опять же, подставляя arccos ,xθ =  придем к равенству
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Ряды (13) и (14) представляют, на наш взгляд, самостоятельный интерес.
4. О приближении функции |x| рядами Фурье по системе рациональных дробей Чебы-

шева–Маркова.
Выше было получено разложение в ряд Фурье по системе рациональных дробей (3) на отрезке 

[–1, 1] функции |x|. Естественным продолжением исследования в этом направлении является 
нахождение порядковой оценки приближения функции |x| найденными частичными суммами. 

Рассмотрим частичную сумму ряда (9) порядка 2n, т. е. выражение вида
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Положим
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Справедлива
Т е о р е м а 5. Для оценки приближений функции |x| на отрезке [–1, 1] частичными суммами 

ряда Фурье (9) по системе рациональных дробей (3) имеют место соотношения
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Неравенство (15) является точным. Равенство достигается при 0.x =
Заметим, что переходя к классическому полиномиальному случаю и положив 0,α =  из (15)  

и (16) соответственно будем иметь
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Отметим, что подобный порядковый результат при исследовании приближения функции |x| 
классическими полиномами Чебышева первого рода содержится в [3].

5. Об асимптотической оценке уклонения от функции |x| частичной суммы ее ряда 
Фурье. В пункте 4 была доказана теорема, которая описывает уклонение от функций , 1 1x x− ≤ ≤ , 
ее частичных сумм ряда Фурье по системе рациональных дробей (3). Изучим асимптотические 
свойства уклонений (15) и (16) при .n → ∞
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Положим
 2 2inf ( ),n n

α
ε = ε α

где 2 ( )nε α  из (16).
Т е о р е м а 6. Справедливы соотношения
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Заметим, что из неравенства (15) следует
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cos 1

n n
tx t dt x v x

v t
+ α −

ε α ≤ χ = ∀ ∈ − ∪
π − α

∫  

Далее оба соотношения теоремы 6 получены с помощью асимптотических методов, анало-
гичных методам, применяемым в [4–7].

Интересно заметить, что приближения частичными суммами рядов Фурье вне особой точки 
0,x =  см. (17) оказывается на порядок лучше, чем в целом на отрезке [–1, 1].
Заключение. Построена ортогональная на отрезке система алгебраических дробей Чебышева–

Маркова. Показано, что ряды Фурье по этой системе обладают, с одной стороны,  свойствами 
подобно полиномиальным рядам Фурье–Чебышева, а с другой стороны, отражают особенности 
рациональной аппроксимации.
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