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В работе рассмотрены операторы взвешенного сдвига, порожденные иррациональными поворотами. Получено 
описание поведения норм степеней таких операторов в зависимости от свойств коэффициента и арифметических 
свойств иррационального числа, задающего угол поворота.
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In this article we consider weighted shift operators generated by irrational rotation. The descreption of the norm of the 
powers of those operators depending on the properties of the cofficients of the mentioned operators and on the arithmeticals 
properties of the irrational number yielding an angle of rotation is given.
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Введение. Пусть T – линейный ограниченный оператор. В работе рассматривается вопрос  
о поведении последовательности норм .nT   Это вопрос связан с исследованием поведения ре-
зольвенты оператора. Пусть ( )R T  – спектральный радиус оператора T. При | | > ( )R Tl  резольвента 

1( ; ) = ( )R T T I −l − l  задается в виде суммы ряда по степеням 1
l
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откуда следует оценка резольвенты сверху 
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есть функция, аналитическая при 1| | < .
( )

z
R T

Поэтому поведение резольвенты в значительной мере определяется последовательностью 
.nT   Согласно формуле Гельфанда 
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n
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→∞
=  
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откуда следует, что 

 ln ln ( ) ,n
nT n R T= + γ 

где 0.n

n
γ

→

Иначе говоря, главным членом асимптотики последовательности ln nT  является ln ( ),n R T   
а рассматриваемая задача о поведении последовательности nT  заключается в получении 
оценок для второго члена асимптотики.

Известно, что для произвольных операторов последовательность /n nγ  может стремиться  
к нулю сколь угодно медленно. Поэтому для конкретных классов операторов представляет инте-
рес получение информации о поведении такой последовательности.

Ниже мы рассматриваем один специальный класс операторов взвешенного сдвига. Напом-
ним, что оператор T, действующий в банаховом пространстве ( )X  функций на множестве X, 
называется оператором взвешенного сдвига (ОВС) или оператором композиции с весом, если он 
может быть представлен в виде 

 ( ) = ( ) ( ( )), ,aT u x a x u x x Xα α ∈

где : X Xα →  есть некоторое отображение и ( )a x  есть заданная функция на X.
Заметим, что такие операторы, порожденные ими операторные алгебры и связанные с ними 

функциональные уравнения изучались многими авторами в различных функциональных про-
странствах как самостоятельный объект и в связи с различными приложениями (см. [1]).

Если X есть окружность 1 = / , R   то отображение ( ) =x x hα +  порождает поворот окружно-
сти на угол 2 .hπ  Пространство 1( )C   непрерывных функций на окружности естественно изо-
морфно пространству 1( )C R  непрерывных функций, периодических с периодом 1. Ниже мы рас-
сматриваем в 1( )C R  операторы сдвига 
 ( )( ) = ( )hT u x u x h+
и операторы взвешенного сдвига 

 ( )( ) = ( ) ( ),haT u x a x u x h+

где 1( ),a C∈ R  причем ( ) 0a x ≠  для всех x. Это один из наиболее популярных классов операторов 
взвешенного сдвига, но и для него обсуждаемые ниже вопросы не были исследованы.

Спектральный радиус оператора, порожденного поворотом окружности. Пусть ( ) = ln | ( ) |,x a xϕ  1

=0
( ) = ( ).

n
n

j
x x jh

−
ϕ ϕ +∑   При любом h известно, что 

  
ln [ ] ( ) : ,maxn

h n n
x

aT x= ϕ = ν    (2)

и задача заключается в исследовании поведения этой последовательности.
Если рациональное число = /h m N представлено в виде несократимой дроби, то 
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В силу взаимной простоты чисел m и N выражение в правой части не зависит от m, обозначим 
его ( ).Nl ϕ  Поскольку при фиксированном x число 
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есть интегральная сумма Римана для ,ϕ  при N → ∞ получаем, что 

 1
0( ) ( ) .Nl x dxϕ → ϕ∫

При = /h m N поведение /[ ]n
m NaT  описано в [2]. Из результатов [2] мы используем утверж-

дение, что при фиксированной функции a для заданного N существует постоянная ,NC  и что 
выполнено неравенство
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 /ln ( ) ln [ ] ln ( ) .n
N m N N Nn l aT n l Cϕ ≤ ≤ ϕ + 

При иррациональных h формула спектрального радиуса получается из (1) и (2) на основе сле-
дующего утверждения.

Т е о р е м а Г. В е й л я [3]. Если число h иррационально и ϕ – непрерывная функция с периодом 1, 
то последовательность средних равномерно сходится к постоянной: 

 
1 1

0
=0

1lim ( ) ( ) .
n

n j
x jh x dx

n

−

→∞
ϕ + = ϕ∑ ∫

Это утверждение есть одна из эргодических теорем, заметим, что оно было получено Г. Вей-
лем задолго до доказательства общих эргодических теорем (см. [4]). Из этой теоремы следует, 
что если h иррационально, то 

 1
0ln ( ) = ( ) .hR aT x dxϕ∫

Ниже без ограничения общности считаем, что 

 
1
0 ( ) = 0,x dxϕ∫   (3)

т. е. ( ) = 1, ln ( ) = 0h hR aT R aT  и тогда ln [ ] :n
h naT = γ   есть последовательность, такая, что 

/ 0.n nγ →  Эта последовательность описывает скорость сходимости в теореме Вейля.
Заметим, что вопросы о скорости сходимости в эргодических теоремах рассматривались, 

например, в [5–7].
Исследование поведения последовательности ( )n xϕ  связано с гомологическим уравнением 

(см. [8–10]) 
 ( ) ( ) = ( )u x u x h x− + ϕ  (4)

и известной проблемой малых знаменателей. 
Равенство (3) есть необходимое, но не достаточное условие разрешимости уравнения (4). 

Если последовательность ( )n xϕ  сходится, то ее предел является решением гомологического 
уравнения. Однако это уравнение имеет сложную картину разрешимости. Еще Д. Гильберт при-
водил его в качестве примера, когда все данные в уравнении бесконечно дифференцируемы,  
а решение может быть разрывным [11, проблема № 5].

В дальнейшем было установлено, что такое уравнение может не иметь даже измеримых ре-
шений при бесконечно дифференцируемой функции .ϕ  В частности, в [12, теорема 1] приведено 
следующее утверждение.

Т е о р е м а А. Г о р д о н а. Если функция ϕ не является тригонометрическим многочленом, 
то существует h, при котором гомологическое уравнение (4) не имеет измеримых решений.

Т е о р е м а 1. 
a) Если выполнено (3) и функция ( ) = ln | ( ) |x a xϕ  является тригонометрическим многочленом, 

то при любом иррациональном h и рациональнoм h с достаточно большим знаменателем спект-
ральный радиус оператора ( ) 1hR aT =  и последовательность || [ ] ||n

haT  ограничены. 
б) Если функция ( )xϕ  не является тригонометрическим полиномом, то существует последо-

вательность рациональных чисел ,kh  знаменатели которых стремятся к бесконечности, для 
которых ( ) > 1.khR aT

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
a) Рассмотрим ряд Фурье 
 2

0
( ) .i kx

k
k

x C e π

≠
ϕ ∑

Ряд Фурье функции ( )n xϕ  имеет вид 
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Обозначим 
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При иррациональном h получаем 
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Если h иррационально, то величины 21 i khe π−  отличны от нуля, но при некоторых больших k 
они могут быть сколь угодно близкими к 0 (это так называемые малые знаменатели). Именно за 
счет этих малых знаменателей некоторые коэффициенты Фурье в разложении функции ( )n xϕ  могут оказаться большими, что в общем случае может привести к быстрому росту величин 
ln [ ] max ( ) : .n

h n nх
aT x= ϕ = ν   Но если 

 2

0, | |
( ) ,i kx

k
k k m

x C e π

≠ ≤
ϕ = ∑

т. е. функция ( )xϕ  является тригонометрическим полиномом, то в ряд Фурье для ( )n xϕ  также 
входит конечное число слагаемых и справедлива оценка 

  2
0, | | 0, | |

2| ( ) | | || | | | .
|1 |

n k nk k i kh
k k m k k m

x C C
e π

≠ ≤ ≠ ≤
ϕ ≤ η ≤

−
∑ ∑   (6)

Эта оценка не зависит от n, откуда следует, что для любого иррационального h последова-
тельность || [ ] ||n

haT  ограничена, т. е. 

 
0

[ ] .sup n
h

n
aT C

≥
≤ 

Если ph
N

=  и ,N m>  то числа nkη
 
задаются выражением (5) и также справедлива оценка (6).

б) Предположим противное. Тогда существует M, такое, что ( ) 1hR aT =  для всех 1h
N

=
 
при 

.N M>  Оператор [ ]N
haT  есть оператор умножения на функцию ( ),N xϕ  для такого оператора 

норма совпадает со спектральными радиусом. Поэтому максимум вещественной функции ( )N xϕ  
есть 0 и среднее значение есть 0. Отсюда получаем, что ( ) 0.N xϕ ≡  Значит, ( ) 0k NkC hη =  для всех k. 
При , ,k lN l= ∈  получаем Nk Nη =  и следовательно 0kC =  при всех представимых в виде 

, ,k lN l= ∈  при .N M>  В частности, 0NC =  при ,N M>  т. е. функции ( )xϕ  являются триго-
нометрическим полиномом.

 Т е о р е м а 2. Пусть задана произвольная последовательность nω  такая, что / 0.n nω →  
Если выполнено (3) и функция ( ) ln | ( ) |x a xϕ =  не является тригонометрическим многочленом, 
то существует такое иррациональное число h, что 

 lim [ ] 1.nn
hn

e aT−ω

→∞
≥ 

Заметим, что эта теорема не является следствием теоремы А. Гордона, несмотря на похожую 
формулировку. Искомое иррациональное число h строится с помощью последовательности 
рациональных чисел из утверждения б) теоремы 1.

Из теоремы 2 следует, что содержательные оценки сверху для [ ]n
haT   могут иметь место 

только при дополнительных условиях на h и a. Приведем один из результатов в этом направлении. 
Пусть 

 
( ) min : , .n

mh h m N n
N

 
ξ = − ∈ ≤ 

 


Так как h иррационально, минимум достигается только при одном значении nm  и ,nN n≤  т. е. 

 
( ) .n

n
n

mh h
N

ξ = −
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Как известно, для любого h

  2
1( ) .n h
n

ξ ≤   (7)

При этом существуют числа, для которых последовательность ( )n hξ  убывает сколь угодно 
быстро. Число h называется числом Лиувилля, если ( )n hξ  убывает быстрее любой степени 1 .

n
 

Но типичным свойством является медленное убывание такой последовательности. Точный смысл 
этому утверждению придается следующим образом. Пусть 0s ≥  и 

 2[0,1]: , что , .k Ch C h k n
n ns +s

 
= ∈ ∃ − ≥ ∀ 

 


Из неравенства (7) следует, что А0 = ∅. Однако при любом 0s >  почти все числа принадлежат 
s  – его дополнение имеет меру нуль [13; 14].

Т е о р е м а 3. Если функция a дважды непрерывно дифференцируема и h s∈  при некотором 
0,s >  то последовательность степеней оператора haT  ограничена, т. е. 

 
0

[ ] .sup n
h

n
aT C

≥
≤ 

 Из полученных теорем следует, что при гладких a типичным случаем является ограничен-
ность последовательности [ ] .n

haT   Но для исключительных значений h последовательность 
[ ]n

haT   может расти сколь угодно быстро.
Можно также показать, что даже если h медленно приближается рациональными числами, 

т. е. ,h s∈  то существуют непрерывные функции a, при которых нормы [ ]n
haT   быстро 

растут.
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