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В данной работе получена улучшенная нижняя оценка для спектрального радиуса сбалансированного двудоль-
ного графа достаточно большого порядка, дающая условие существования гамильтонового цикла в нем и зависящая 
от инварианта графа – нижней границы минимальной степени графа.

Ключевые слова: матрица смежности, спектральный радиус, сбалансированный двудольный граф, гамильтонов 
цикл, минимальная степень.

V. I. Benediktovich

Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Republic of Belarus

SPECTRAL RADIUS OF A BALANCED BIPARTITE GRAPH AND ITS HAMILTONICITY

(Communicated by Academician I. V. Gaishun)

In this article, an improved lower bound for the spectral radius of a balanced bipartite graph of quite a large order giving 
the condition of existence of a Hamiltonian cycle in it and depending on the lower bound of the minimum degree of the graph 
has been obtained.
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Пусть G = (V(G), E(G)) – простой неориентированный граф порядка n и размера ( ),e G  и пусть 
l1 ≥ l2 ≥ … ≥ ln являются собственными значениями его матрицы смежности A = A(G), упорядо-
ченными по убыванию (с учетом их кратностей). Наибольшее собственное значение l1 называет-
ся спектральным радиусом (или индексом) графа G, который будем обозначать через r(G). 
Поскольку матрица A является симметрической, спектральный радиус r(G) является неотрица-
тельным действительным корнем характеристического полинома ( ) det( )A I Aχ l = l −  этой матрицы.

Для произвольной вершины v ∈ V(G) будем обозначать ее окружение через 
( ) { ( ) | ( )}N v u V G uv E G= ∈ ∈  и замкнутое окружение через [ ] ( ) { }.N v N v v= ∪  Окружение множе-

ства вершин ( )X V G⊂  обозначим через ( ) { ( ) | : ( )}.N X v V G x X vx E G= ∈ ∃ ∈ ∈  Тогда степень вер-
шины vi ∈ V(G) равна deg ( ) | ( ) |,G i iv N v=  которую кратко будем обозначать через .iv id d=  
Пусть 1 2( , , ..., )nd d d  – последовательность степеней графа G, упорядоченная по возрастанию: 

1 2 ... .nd d d≤ ≤ ≤  Тогда 1d = δ  называется минимальной степенью. 
Объединением двух простых графов G и H называется простой граф G∪H с множеством 

вершин V(G)∪V(H) и множеством ребер E(G)∪E(H). Если графы G и H не пересекаются 
(V(G)∩V(H)=∅), то их объединение называется дизъюнктным и обозначается через G + H. 
Дизъюнктное объединение k копий графа G обозначается через kG. Соединением непересекаю-
щихся графов G и H называется граф G ∨ H, получаемый из дизъюнктного объединения G + H 
добавлением всех ребер, которые соединяют каждую вершину графа G с каждой вершиной гра-
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фа H. Н  – обозначает дополнение графа H. Для произвольного подмножества вершин ( )U V G⊂  
графа G [ ]G U  обозначает индуцированный этим множеством подграф в G.

Цикл или цепь, проходящие через все вершины графа G, называются гамильтоновыми. Граф 
G, содержащий гамильтонов цикл или цепь, называется соответственно гамильтоновым или 
трассируемым. Как известно, задача распознавания гамильтоновости или трассируемости 
заданного графа является NP-полной. Недавно для решения этой проблемы стала активно 
применяться спектральная теория графов.

Пусть G – двудольный граф с долями X и Y. Двудольный граф G называется сбалансированным, 
если его доли X и Y имеют одинаковое количество вершин: .X Y=  

Напомним понятие замыкания графа, введенное Оре в [1; 2] и Бонди и Хваталом в [3]. 
Фиксируем целое число k ≥ 0. Для заданного графа G выполним следующую операцию: если су-
ществуют две несмежные вершины u и v с ,u vd d k+ ≥  то добавим ребро uv ко множеству E(G). 
k-замыканием графа G называется граф ( ),kcl G  полученный из графа G с помощью последова-
тельного применения этих операций, пока это возможно. Отметим, что k-замыкание графа G 
единственно, т. е. не зависит от порядка, в котором добавляются ребра (см. [3]). Двудольным за-
мыканием (или B-замыканием) графа двудольного графа G, которое обозначается через ( ),Bcl G  
называется граф, который получается из графа G рекурсивным добавлением ребер uv ко множе-
ству E(G) для несмежных вершин , ,u v  лежащих в разных долях, чья сумма степеней не меньше 
(n + 1): 1.u vd d n+ ≥ +  Отметим некоторые свойства k-замыкания ( )kcl G  графа G [1; 2]:

1) Если u и v – произвольные несмежные вершины ( ),kcl G  то ( ) ( )( ) ( ) 1.k kcl G cl Gd u d v k+ ≤ −
2) Сбалансированный двудольный граф G порядка 2n гамильтонов тогда и только тогда, ког-

да гамильтоново его B-замыкание ( ).Bcl G
Для любых натуральных чисел 1k ≥  и 2 1n k≥ +  обозначим через k

nB  граф, полученный из 
полного двудольного графа ,n nK  удалением всех ребер его полного двудольного подграфа , .n k kK −  
Отметим, что граф k

nB  негамильтонов и число его ребер равно

 
2( ) ( ) .k

ne B n n k k= − +

Здесь мы рассматриваем следующую проблему Брюалди–Золхайда [4]:
П р о б л е м а. Среди всех негамильтоновых сбалансированных двудольных графов G порядка 

2n с ( )G kδ ≥  найти максимальное значение спектрального радиуса: max ( ).Gr
Последний известный результат в решении этой проблемы был получен сравнительно недавно.
Т е о р е м а 1 [5]. Пусть G сбалансированный двудольный граф порядка 2n и минимальной 

степени ( ) 1.G kδ ≥ ≥  Тогда если 2( 1)n k≥ +  и ( ) ( ),k
nG Br ≥ r  то G гамильтонов, кроме единствен-

ного случая, когда .k
nG B=

Поскольку условие ( ) 2Gδ ≥  является тривиальным необходимым условием для гамильтоно-
вости графа G, то в дальнейшем мы будем это предполагать.

Поскольку справедливо следующее неравенство: ,( ) ( ) ( ).k
n n k kB K n n k−r > r = − , в данной рабо-

те получено усиление последнего утверждения в виде следующей теоремы. 
Т е о р е м а 2. Пусть G – простой граф порядка 32 4 2n k k≥ + +  с минимальной степенью 

( ) 2,G kδ ≥ ≥  отличный от графа .k
nB  Тогда если его спектральный радиус

 ( ) ( ).G n n kr < −
то граф G гамильтонов.

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующая теорема, представляющая 
самостоятельный интерес:

Т е о р е м а 3. Пусть G – простой граф порядка 32 4 2n k k≥ + +  с минимальной степенью 
( ) 1.G kδ ≥ ≥  Тогда если G является собственным подграфом ,k

nB  то его спектральный радиус 
удовлетворяет неравенству

 ( ) ( ).G n n kr < −

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Пусть G является собственным подграфом .k
nB  В силу 

того, что для произвольного графа G и любого его пографа H всегда справедливо неравенство 
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( ) ( ),H Gr ≤ r  то без ограничения общности можно предполагать, что граф G получается из графа 
k
nB  с помощью удаления только одного ребра uv: .k

nG B uv= −  В графе k
nB  обозначим через X вер-

шины степени k, через Y множество соседних вершин для X: ( ),Y N X=  через Z – множество вер-
шин ( ) \Z N Y X=  и через W – множество вершин ( ) \ .W N Z Y=  Отметим, что тогда X Y k= =   
и .Z W n k= = −  Поскольку ( ) ,G kδ ≥  то граф G содержит все ребра, инцидентные множеству 
вершин X. Поэтому , ,u v Y Z W∈    и априори возможны лишь два случая: 

1) , ;u Z v Y∈ ∈  
2) , .u Z v W∈ ∈
Обозначим граф G, соответствующий этим случаям, через , 1, 2,iG i =  соответственно.
Покажем, что наибольший спектральный радиус из них имеет граф G2. Для этого используем 

известную операцию Кельманса [6]. Для заданного графа G и двух выделенных его вершин u, v 
построим новый граф *,G  заменив все ребра vx на ребра ux для всех ( ) \ [ ].x N v N u∈  Новый граф 

*,G  полученный таким образом, имеет тот же порядок и размер, что и исходный граф G, и все 
вершины, отличные от u и v, сохраняют свою степень. Кроме того, вершины u, v смежны в *G  
тогда и только тогда, когда они смежны в G. Справедливо следующее утверждение.

Л е м м а 1 [7; 8]. Пусть G – произвольный граф и пусть *G  – граф, полученный из G с помо-
щью операции Кельманса. Тогда *( ) ( ).G Gr ≤ r

На основании этой леммы справедлива
Л е м м а 2. Для графов , 1, 2,iG i =  соответствующих случаям 1)–2), выполняется неравен-

ство 1 2( ) ( ).G Gr ≤ r
Действительно, пусть в графе G1 вершины ,u Z v Y∈ ∈  несмежны, и w – произвольная вершина  

из множества W. Применим теперь операцию Кельманса для случая, когда : , : , :v w u v x u= = = =
( ) \ [ ].N w N v  Тогда *

1 2G G=  и по лемме 1 1 2( ) ( ).G Gr ≤ r
Таким образом, для доказательства теоремы 3 достаточно рассмотреть только единственный 

случай: G = G2. 
Для упрощения вычисления спектрального радиуса этого графа рассмотрим разбиение мно-

жества его вершин. Разбиение π множества вершин V(G) на попарно непересекающиеся подмно-
жества C1, …, Cr называется равномерным, если число соседей в Cj вершины u из Ci равно кон-
станте bij, не зависящей от выбора вершины u: ( ) , .j ij iN u C b u C= ∀ ∈  Это определение эквива-
лентно следующему: все индуцированные подграфы G[Ci], i = 1, …, r, являются регулярными  
и ребра, соединяющие два различных подмножества Ci и Cj, образуют бирегулярный граф. 
Ориентированный мультиграф с r вершинами и bij дугами от i-й вершины к j-й называется част-
ным графа G по разбиению π и обозначается через / .G π  Матрица смежности ( / )A G π  этого ори-
ентированного мультиграфа /G π имеет компоненты ( / ) , , 1, .ij ijA G b i j rπ = =  Справедлива сле-
дующая техническая лемма.

Л е м м а 3 ([9]). Если π – равномерное разбиение множества вершин графа G, то спектраль-
ный радиус матрицы ( / )A G π  равен спектральному радиусу матрицы A(G).

Рассмотрим следующее разбиение π графа G2: 1 ,C X=  2 ,C Y=  3 \ { },C Z u=  4 \ { },C W v=  
5 { },C u=  6 { }.C v=  Нетрудно убедиться, что это разбиение является равномерным и матрица 

смежности частного графа 2 /G π равна

 

2

0 0 0 0 0
0 1 0 1 0

0 0 1 0 1
( / ) .

0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0

k
k n k

k n k
A G

n k
k n k

n k

 
 − − 
 − −

π =  
− − 

 − −
  − − 

Значит, по лемме 3 спектральный радиус 2( )Gr  должен быть корнем характеристического 
полинома матрицы 2( / ),A G π  который, как нетрудно вычислить, равен
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6 2 2 4 2 2 3 4 2 2

2 2 3 2 4 3 2

( ) ( 1) (( 1) (2 2) 1)

( (2 2 ) ( 2 )).

n kn k k n k k n k k k

k n k k n k k k

χ λ = λ − − + − λ + + − + + + − + + λ +

− + + − + +
Покажем теперь, что все корни этого характеристического полинома лежат левее числа 

( ).n n k−
Действительно, имеем

 
4 3 3 4 2 5 3 2 4 3 2

( )( ) 2 ( 4 2) (2 3 1) ( 3 ) ( 2 ).n n k n k k n k k n k k k k n k k k−χ λ = − + + + + + − − − + + − − −

Нетрудно проверить, что при 
3 4 2

2
k kn + +

≥  сумма первых двух слагаемых 4 3 32 ( 4 2)n k k n− + +  
неотрицательна, а сумму следующих трех слагаемых можно оценить снизу следующим образом:

 

4 5 3 2 4 3 2

4 3 5 3 2
4 3 2

7 5 4 3 2 4 3 2

7 5 4 3 2

((2 3 1) ( 3 )) ( 2 )

(2 3 1)( 4 2) 2 6 2 2 2
2

7 73 7 4 1 2
2 2

5 33 6 4 1 0.
2 2

k k n k k k k n k k k

k k k k k k k k n k k k

k k k k k k n k k k

k k k k k k

+ + − − − + + − − − ≥

+ + + + − + + −
− − − =

 + + + + + + − − − > 
 

+ + + + + + >

Вычисляем значение первой производной характеристического полинома в точке ( )x n n k= − :

 
4 3 2 4 2

( )( ) 2 ( )( 2 3 (3 2) ( 1)).n n k n n k n kn n k n k k k−
′χ λ = − − + − + + − + +

Нетрудно убедиться, что ( )( ) 0n n k−
′χ λ >  уже при 2 1.n k≥ +  

Вычисляем значение второй производной характеристического полинома в точке ( )x n n k= − :

 
4 3 2 2 3 4 2

( )( ) 2(9 18 (4 7) (4 7 2) ( 1)).n n k n kn k n k k n k k k−
′′χ λ = − + + + − − + − + +

Нетрудно также убедиться, что ( )( ) 0n n k−
′′χ λ >  уже при 2 1.n k≥ +  

Вычисляем значение третьей производной характеристического полинома в точке ( )x n n k= − :

 
2 2

( )( ) ( )(4 4 1).n n k n n k n kn k−
′′′χ λ = − − − +

Нетрудно проверить, что также ( )( ) 0n n k−
′′′χ λ >  при 2 1.n k≥ +  

Вычисляем значение четвертой производной характеристического полинома в точке ( )x n n k= − :

 
(4) 2 2

( )
( ) 24(14 14 1).

n n k
n kn k

−
χ λ = − − +

Нетрудно также видеть, что (4)
( )

( ) 0
n n k−

χ λ >  при 2 1.n k≥ +  
Наконец, вычисляем значение пятой производной характеристического полинома в точке 

( )x n n k= − :

 
(5)

( )
( ) 720 ( ) 0.

n n k
n n k

−
χ λ = − >

Воспользуемся теперь следующей известной теоремой:
Т е о р е м а 4 (Фурье–Бюдан [10]). Пусть ( )N x  – число перемен знака в последовательности 

( )( ), ( ), ..., ( ),nf x f x f x′  где f  – многочлен степени n. Тогда число корней многочлена f  (с учетом 
их кратностей), заключенных между a и b, где ( ) 0, ( ) 0f a f b≠ ≠  и а < b, не превосходит 

( ) ( ).N a N b−
Поскольку очевидно, для произвольного многочлена справедливо равенство ( ) 0,N +∞ =  то по 

теореме Фурье–Бюдана заключаем, что правее числа ( )n n k−  нет корней характеристического 
полинома ( ).χ λ  Откуда мы получаем, что 2( ) ( ).G n n kρ < −

Теорема 3 доказана.
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Для доказательства теоремы 2 воспользуемся следующими известными фактами.
Т е о р е м а 5 [11]. Пусть G – произвольный двудольный граф порядка 2n. Тогда его спек-

тральный радиус удовлетворяет неравенству

 ( ) ( )G e Gr ≤ .

Кроме того, равенство достигается тогда и только тогда, когда

 , 1(2 ( )) ,p qG K n p q K= + − +
где ( ).pq e G=

Т е о р е м а 6 [5]. Пусть G – сбалансированный двудольный граф порядка 2n. Если ( ) 1,G kδ ≥ ≥  
2 1n k≥ +  и выполняется неравенство

 
2( ) ( 1) ( 1) ,e G n n k k> − − + +

то граф G гамильтонов, кроме случая, когда .k
nG B⊆  

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Поскольку граф G не имеет изолированных вершин  
и не является полным двудольным графом, то из условия теоремы 2 и теоремы 5 имеем следую-
щую цепочку неравенств:

 ( ) ( ) ( ).n n k G e G− ≤ r <

Откуда получаем, что

 

3
24 2( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ,

2
k ke G n n k n n k n n n k n n k k+ +

> − = − − + ≥ − − + ≥ − − + +

поскольку при 2k ≥  справедливо неравенство 
3

24 2 ( 1) .
2

k k k+ +
≥ +

Из теоремы 6 заключаем, что граф G либо является гамильтоновым, либо содержится в гра-
фе .k

nB  Однако по теореме 3 граф G либо является гамильтоновым, либо ,k
nG B=  откуда вытекает 

справедливость теоремы 2.
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