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О СОГЛАСОВАННЫХ ДВУСТОРОННИХ ОЦЕНКАХ РЕШЕНИЙ  
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И ИХ АППРОКСИМАЦИЙ

(Представлено академиком И. В. Гайшуном)

В настоящей работе для линеаризованной разностной схемы, аппроксимирующей задачу Дирихле для однород-
ного многомерного квазилинейного параболического уравнения с неограниченной нелинейностью установлены по-
точечные двусторонние оценки решения, согласованные с аналогичными оценками для дифференциальной задачи. 
Любопытно отметить, что доказанные двусторонние оценки не зависят от величины коэффициента диффузии. 
Непосредственным применением данных оценок устанавливается сходимость исследуемой разностной схемы в се-
точной норме L2. Приводится пример расчета по схеме Кранка–Никольсона, когда нарушение условий согласован-
ности дифференциальной и разностной оценок приводит к немонотонности численного решения.
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In this article, for the linearized difference scheme that approximates the Dirichlet problem for the homogeneous 
multidimensional quasi-linear parabolic equation with unbounded nonlinearity, two-sided point-wise estimates of the solution 
are established which are fully consistent with the same estimates for the differential problem. It is interesting to note that the 
proved two-sided estimates do not depend on diffusion coefficient. The direct application of such estimates is the proof of the 
convergence of the considered difference scheme in the grid norm L2. An example of the calculation by the Crank–Nicolson 
difference scheme is given, showing that the violation of the consistency conditions of differential and difference estimates 
leads to non-monotonic numerical solutions.
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Введение. Одним из классических приемов получения оценок решения дифференциальных 
и разностных задач является принцип максимума. Он с успехом применяется для доказатель-
ства существования и единственности решения начально-краевых задач для параболических  
и эллиптических уравнений [1]. В теории разностных схем [2] с его помощью исследуются устой-
чивость и сходимость разностного решения в равномерной норме. При этом привлекаются оцен-
ки приближенного решения сверху. 

Важными являются также нижние оценки решения дифференциально-разностных задач или 
в общем случае – двусторонние оценки решения задачи. Для линейных задач они позволяют 
найти диапазон изменения искомого решения через входные данные задачи (коэффициенты 
уравнения и правую часть, начальные и граничные условия). В вычислительных методах для за-
дач с неограниченной нелинейностью они позволяют доказывать принадлежность сеточного ре-
шения окрестности значений точного решения [3; 4]. 
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В нелинейном случае такие оценки для точного решения позволяют доказывать важную  
в физических задачах неотрицательность точного решения, находить условия на входные дан-
ные, при которых задача является параболической или эллиптической. Для этого, начиная  
с классической монографии [5], применяется специальная техника, связанная с заменой пере-
менных и минимизацией или максимизацией по параметру некоторых функций. 

Данное сообщение посвящено развитию техники из [6] и ее применению для получения дву-
сторонних оценок разностных схем, полностью согласованных с дифференциальной задачей. 
Отметим, что для линейных задач и задач с ограниченной нелинейностью для метода конечных 
элементов подобные оценки получены в работах И. Фараго и соавт. [7].

Любопытно отметить, что доказанные двусторонние оценки не зависят от величины коэф-
фициента диффузии. Приводится пример расчета по схеме Кранка–Никольсона, когда наруше-
ние условий согласованности дифференциальной и разностной оценок приводит к немонотон-
ности численного решения.

Когда удается получить двусторонние оценки решения разностных схем, то исследование 
сходимости приводит для линеаризованных вычислительных алгоритмов к линейной задаче для 
погрешности метода. Используя метод энергетических неравенств [2], в работе устанавливается 
сходимость линеаризованной разностной схемы в сеточной норме L2. 

Двусторонние оценки решения начально-краевых задач для параболических уравне-
ний с неограниченной нелинейностью. В области {( , ) : 0 , 0 ,TQ x t x l t Ta a= ≤ ≤ ≤ ≤ 1 2( , ),x x x=  

1, 2}a =  рассмотрим следующую задачу для квазилинейного параболического уравнения
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Введем область значений точного решения

 1 2{ : [ , ], const, 1, 2}.uD u R u m m ma= ∈ ∈ = a =

Предполагается, что функции ( ), 1, 2,k k ua a= a =  достаточно гладкие и существуют кон-
станты ,1 ,2, , ,k k La a a  такие, что

 ,1 ,2( ) , | ( ) | , (, , ) , 1, 2.u Tk k u k k u L u D t Qa a a a a′< ≤ ≤ ∀ ∈ ∈ a =x

Предположим, что функция ( , )u tx  непрерывна в ,TQ  имеет внутри TQ  непрерывные произво-
дные, входящие в (1), и удовлетворяет (1) и начальным и граничным условиям (2) и (3). Пусть 

1 1{( , ) : }.t TQ t Q t t= ∈ ≤x
Тогда имеет место
Т е о р е м а 1 (О. А. Ладыженская [7]). Для решения ( , )u tx  задачи (1)–(3) в любой точке 
1( , ) Tt Q∈x  имеет место двусторонняя оценка:
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Двусторонние оценки решения разностных схем. Для аппроксимации задачи (1)–(3) на 
равномерной пространственно-временной сетке в прямоугольнике TQ

 ,{ , 0,1, ..., ; }, 1, 2,h ix i h i N h N la aa a a a a a a aω = = = = a =

 00 0{ , 0,1, ..., ; }, { },n Nt n n N N T t Tτ τ τω = = τ = τ = ω = ω ∪ =

 1 2 , {( , ) : }nh h t nt t tτω = ω ×ω ×ω ω = ∈ω ≤x

используем линеаризованную разностную схему

  

1 21 21 2( ( ) ) ( ( ) ) ,t x xx xy a y y a y y= +  (4)

 0( , 0) ( ), ,hy u= ∈ωx x x  (5)

 | .TQy ω∩∂ = µ  (6)

Шаблонные функционалы 

 1( ) 0,5( ( ) ( )), 1, 2,i ia y k y k ya aa a − a= + a =

как обычно выбираются из условия аппроксимации второго порядка по пространственным 
переменным для эллиптического оператора [2]:
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Здесь и далее мы используем обычные обозначения теории разностных схем [2]: 
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Т е о р е м а 2. Для решения ( , )y tx  задачи (4)–(6) в любой точке ( , )nt ∈ωx  имеет место 
двусторонняя оценка
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З а м е ч а н и е 1. Полученные результаты в теоремах 1 и 2 имеют вид

 1 2 1, 2, ,,m u m m y mτ τ≤ ≤ ≤ ≤
где

 1 1, 2, 2, .m m m mτ τ= =

В этом смысле разностные оценки наследуют свойства дифференциальной задачи.
Таким образом, мы показали, что решение линеаризованной разностной схемы (4)–(6) при-

надлежит области значений точного решения дифференциальной задачи (1)–(3) без условий на 
шаги сетки. Возникает вопрос: насколько это существенно?

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для одномерного линейного параболиче-
ского уравнения
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Двусторонняя оценка решения для этой задачи имеет вид 0 1.u≤ ≤
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Аппроксимируем данное уравнение 
схемой Кранка–Никольсона [7] с указан-
ными ниже параметрами:



(0,5) (0,5), 0,5( ),
1 1, .
30 11

t xxy y y y y

h

= = +

= τ =

Как видно из рисунка, решение разно-
стной схемы не сохраняет положительность, 
и появляются нефизические осцилляции. 
Их причина, как известно [2], в нарушении 
достаточной условной монотонности раз-
ностной схемы Кранка–Никольсона, кото-

рые имеют следующий вид: 
2

.
2

h
τ ≤

Сходимость разностной схемы в се-
точной норме L2. Когда удается получить 
двусторонние оценки решения разностных 
схем, то исследование сходимости приво-
дит для линеаризованных вычислитель-
ных алгоритмов к линейной задаче для по-

грешности метода .z y u= −  В данном разделе будем дополнительно предполагать, что точное 
решение задачи (1)–(3) достаточно гладкое, а именно 4,2( , ) ( ).Tu t C Q∈x  Определим следующее 
скалярное произведение и соответствующую норму:
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Имеет место следующее утверждение.
Т е о р е м а 3. Для решения разностной схемы (4)–(6) справедлива следующая оценка 

точности метода:
 

1 2 2
1 2( ), const 0.nz c h h c+ ≤ + + τ = >‖ ‖

З а м е ч а н и е 2. Обобщение результатов данной работы на задачи конвекции-диффузии 
произвольной размерности носят редакционный характер. 
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