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Предложен приближенный интегральный метод решения краевых задач нестационарной теплопроводности, ос-
нованный на построении интегральных тождественных равенств относительно взвешенной температурной функ-
ции. Метод обладает простотой и, в отличие от других приближенных методов, позволяет получать решения с более 
высокой точностью.
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 An approximate integral method based on constructing integral identical equalities for the weighted temperature 
function is proposed for solution of unsteady-state heat conduction boundary-value problems. This method is simple in use 
and allows one to obtain much more exact solutions as compared to the known approximate methods.
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Введение. Для практических приложений при решении краевых задач наибольший интерес 
представляют приближенные аналитические методы, позволяющие находить простые по форме 
решения в пределах допустимой точности [1; 2]. Среди них особое место занимают ортогональ-
ные методы взвешенных невязок [3; 4]. В зависимости от выбора весовых функций могут быть 
получены схемы, отвечающие методам моментов, коллокаций, Галеркина, наименьших квадра-
тов и др. Такие аппроксимационные решения, как правило, содержат неизвестные коэффициен-
ты, определяемые из приближенного решения дифференциального уравнения.

В аналитической теории теплопроводности методы, опирающиеся на понятие фронта темпе-
ратурного возмущения, характеризуются широким спектром подходов (см., напр., [5–9]). Основ-
ным недостатком интегральных методов является относительно низкая точность. Получаемые 
решения, как правило, затрагивают лишь наиболее простые случаи: медленно и монотонно из-
меняющееся во времени внешнее воздействие, отсутствие нелинейностей и т. д. В настоящей 
работе представлен приближенный метод взвешенной температурной функции (МВТФ), в осно-
ве которого лежат системы уравнений для взвешенной температурной функции, содержащие 
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значение температурной функции ( , )T x t  либо ее производной по пространственной координате 
в одной из граничных точек рассматриваемой области [10]. В приложении к полуограниченному 
пространству в качестве искомой функции выступает так называемый фронт температурного 
возмущения. 

Постановка и решение задачи для конечномерной области. Представим МВТФ на примере 
рассмотрения задачи теплопроводности для протяженной платины с переменным вдоль оси x 
коэффициентом теплопроводности в следующей математической постановке (в безразмерной 
форме согласно обозначениям работы [10]):

 , 0 1 0,) ,(k
x

xT T x t
t x

 ∂ ∂ ∂
= < < > ∂ ∂ ∂ 

 (1)

 (1, )(0, ) ( ), 0, 0,T tT t t t
x

∂
= g = >

∂
 (2)

 ( , 0) 0.T x =  (3)

В операторной форме уравнение (1) принимает вид

 ,tD T LT=  (4)

где / ,tD t≡ ∂ ∂  ( )
x

xL
x

k∂ ∂ ≡  ∂ ∂ 
 – дифференциальный оператор, подчиняющийся формуле Грина

 
1

0

( , ) ( , ) ( ) .du dLu u L k x u
dx dx

  υ
υ − υ = υ −  

  
, (5)

где ( , )u υ  – скалярное произведение на отрезке [0,1]  функций ( )u u x=  и ( ).xυ = υ  
Введем в рассмотрение последовательность интегральных линейных операторов

 
1

0
( ) ( , ) , ,n n nT T T dx n +≡ = ∈∫   

где ( )n n x=   – весовые функции. Применив оператор n� к правой части уравнения (4), вос- (4), вос-(4), вос- вос-вос-
пользовавшись (5), получим
 ( ) ( , ) ( , ) ,n n n nLT LT T L P≡ = +�    (6)

 (0) (0, ) (1)(0) ( ) (0) (0) (1) (1, ) .n n
n n

d T t dP k t k k T t
dx x dx

∂
= g − −

∂
 

  (7)

Для исключения в функции nP  производной (0, )T t
x

∂
∂

 либо члена (1, )T t  необходимо, соответ-необходимо, соответ-

ственно, положить (1)(0) 0 0.n
n

d
dx

= ∨ =


  В случае принятия (0) 0n =  мы имеем лишь одну не-мы имеем лишь одну не-

известную температуру в граничной точке 1x =  (так называемую граничную функцию): ( ) (1, 0).t Tϕ =  
Применив далее оператор n� к левой части уравнения (4), с учетом теоремы Лейбница имеем

 ,( ) ., )) ( ( n
n n n xt tT T T T= = = � �   (8)

В итоге, объединив на основе (4) соотношения (6)–(8), получим уравнение

 (0) (1), (0) (( ) ( ) ) (1) ( ).t
n n

n n
d dT T L k t k t

dx dx
+ g − ϕ=�  

  (9)

Чтобы освободиться в (9) от операций дифференцирования (при 1n = ), положим

 1
1 0( )

x
L k

x
x∂ ∂  = ∂ ∂ 

≡


  (10)
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при начальном условии 1(0) 0= , либо альтернативном условии 1(0) 1
(0)

d
dx

=
l

  (здесь отметим, 
что второе из записанных условий может быть иным, что не является принципиальным). 
Интегрирование (10) при 1(0) 0=  дает следующее решение: 1

0
( ) .

( )

x dxx
k x

= ∫  Тогда вместо (9) при-

ходим к новому уравнению 1 ( ) .( ) ( )tT t t= g − ϕ�  Его интегрирование с начальным условием (3) 
приводит к интегральному тождественному равенству

 1 1 1( ) ( ),T t t−≡ ϒ�   (11)

где 1
0

( ) ( ) ,
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t t d tϒ = g∫  1
0

( ) ( ) .
t

t t d t= ϕ∫  Ядра 1 ( 1, 2, ...)n n+ =  определим из рекуррентного со-

отношения 1n n+ =   с начальным условием 1
1

(0)(0) 0.n
n

d
dx
+

+ = =


  Отсюда находим
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k x ++ = ∈∫ ∫    (12)

В соответствии с (9) запишем уравнение ( 1)n + -го порядка
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1
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1
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где 
1

1 1
0

.n n dx+ +s = ∫  Из (11)–(13) приходим к последовательности из уравнений

 1
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где 0 ( ) ( ),t tϒ = g  0 ( ) ( ),t t= ϕ  1 1.s =  
Введем в рассмотрение интегральные характеристики ( )n tϒ  и ( ),n t  определяемые соот-

ветственно как
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Интегрирование уравнений последовательности (14) с начальным условием (3) дает окончатель-
но новую последовательность из тождественных равенств в виде

 1
1

( ) ( ) , .
n

n n i n i
i n

T t t n+ − +
=
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Если приближенное решение задачи (1)–(3) представить степенным полиномом
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N j

j
j

T x t t a t x
=
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то, с учетом граничного условия (2) и условия для граничной функции (1, ) ( ),T t t= ϕ  мы прихо-
дим к следующей системе уравнений:

 1
1

( ) ( ) ( ), ( ) 0, ( ) ( ) , 1, 2.
N N n

i i n n i n i
i i i n

t t t t T t ta n Ni a + −
=

 
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Решение системы (16) дает полиномиальные коэффициенты ( ), 1, ,ja t j N=  которые содержат 
граничную функцию ( ),tϕ  а также граничные характеристики ( )n tϒ  и ( ),n t  1, 2.n N= −  Для 
определения ( )tϕ  можно воспользоваться интегралом теплового баланса
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1
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(0, )( , ) (0) ,d T tT x t dx k
dt x

∂
= −

∂∫  (17)

что приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению

 1
1

( )( ) (0) ( ) 0.
1

N i
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a tt k a t
i=

′
′g + + =

+
∑  (18)

В результате подстановки в (18) найденных коэффициентов ( ) ( 1, )ja t j N=  приходим к опреде-
ляющему уравнению (записано в общем виде)
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−
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где 1( ) ( );t t− ′ϒ = g  1ip −  и 1iq −  – коэффициенты (с целью сокращения представленного материала 
коэффициенты не приводятся), 1 1.p− =

Отметим, что определяющее уравнение для граничной функции ( )tϕ  можно также получить 
из интегрального тождественного равенства (15) ( 1)N − -го порядка, которое имеет вид
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В таком случае, подстановка в (19) полиномиальных коэффициентов ( ) ( 1, )ja t j N=  приводит  
к следующему интегральному уравнению относительно граничной функции ( )tϕ :
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0
( ( ) ( )) 0,

N
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i
t t

−

=
ν −ω ϒ =∑   (20)

где iν  и iω  – коэффициенты (с целью сокращения представленного материала данные коэффи-
циенты не приводятся), 0 1.ν =

Далее, продифференцировав одно из уравнений (19) либо (20) соответственно, ( 2)N − -кратно 
либо ( 1)N − -кратно, мы приходим к одному из следующих обыкновенных дифференциальных 
уравнений ( 1)N − -го порядка:
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i
t p t p t p t q t

−
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Начальные условия для уравнений (21) и (22) вытекают, соответственно, из интегральных 
уравнений (19) и (20), а также из очевидных тождеств

 0
0 0 0 0

0(0) 0, (0)... ... ( )( ,) 0 .
t t t t

n nt
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td t d t ndt t d tt = +== ≡ϕ gϒ = ≡ ∈∫ ∫ ∫ ∫
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Поскольку полученные уравнения (21) и (22) по структуре друг другу идентичны и отличаются 
лишь коэффициентами, представляется целесообразным ограничиться рассмотрением процесса 
получения необходимых начальных условий лишь для одного из данных уравнений, например, 
уравнения (21). При 0t =  уравнение (19), с учетом (23) и условия (0) 0,ϕ =  принимает вид

 1 1 0(0) (0) (0).p q q− −′ ′ϕ = g + g

Далее продифференцируем (19), что дает уравнение
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Здесь 2 ( ) ( ),t t− ′′= ϕ  2 ( ) ( ).t t− ′′ϒ = g  При 0t =  из (24), с учетом (23) и условия (0) 0,ϕ =  имеем

 1 1 0 1( ) ( ) (0) (0) (0).p t t q q q− −′′ ′ ′′ ′ϕ + ϕ = g + g + g

Продолжив последовательное дифференцирование уравнения (19), приходим к системе из 
( 3)N − -линейных алгебраических уравнений

 ( ) ( )
1 1

0
( (0) (0)) 0 , 1, 3.

n i i
n i n i

i n
p q n N− − − −

=

 
ϕ − g = = − 

 
∑   (25)

Решение системы (25) дает искомые начальные значения ( ) (0) ( 1, 3).i i Nϕ = −  В таком случае, 
дифференциальное уравнение (21) и найденные начальные условия ( ) (0) ( 0, 3)i i Nϕ = −  представ-
ляют задачу Коши относительно функции ( ) (1, ).t T tϕ =

Укажем на другой возможный (альтернативный) вариант решения уравнения (21), что связано 
с введением в рассмотрение новой функции 2( .) ( )N tS t −=  Для нее запишем очевидные тож-
дества

 ( )
2 ( ), 0, 1) ,(N

i
i S tt i N− − = −≡

которые дают возможность перевести интегральное уравнение (19) в обыкновенное дифференци-
альное уравнение с функцией ( )S t :
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( 1 )
1 1 1

0
( ( ) ( )) 0.

N N i
i i i

i
p S t q t

−
− −

− − −
=

− ϒ =∑  (26)

Учитывая нулевые условия (23), для уравнения (26) имеем начальные условия:

 (3) (N 2)(0) (0) (0) (0) ... (0) 0.S S S S S −′ ′′= = = = = =   (27)

Решение задачи (26), (27) дает функцию ( ).S t  Учитывая, что 2( ,) ( )N tS t −=  определение ис-
комой граничной функции ( )tϕ  предполагает ( 2)N − -кратное дифференцирование ( ),S t  т. е. 

2( ) ( ).N
tt D S t−ϕ =  

В виде иллюстративного примера рассмотрим важный случай ( ) exp( )k x m xl = = −  при 
(0, ) 1.T t =  Температурную функцию ( , )T x t  представим полиномом шестой степени

 
6

1
( , ) 1 ( ) .j

j
j

T x t a t x
=

= + ∑

Из граничного условия (2) и условия (1, ) ( )T t t= ϕ  следуют два уравнения:
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j j
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= =
= = ϕ −∑ ∑

Для замыкания системы получим оставшиеся четыре уравнения, воспользовавшись тождествен-
ными равенствами (15) для 1, 4.n =  Из (12) находим весовые функции ( 1m = ):
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1 2

4

( ) exp( ) 1, ( ) ( )exp
exp( )( ) exp( )(exp(

sh ,
1= ( 6 9 6 9) ,

12 12

=

) )

exp(2 (28sh sh 2)( 6 (2ch 3)).
72
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x x x x
xx x x

xx

x x

x x

x x x x

−

− + − − −

+ −

= − =

+





 

Опустив выкладки по определению коэффициентов ( ) ( 1, 6)ja t j =  и применив вытекающее из 

(17) уравнение 1
1

( ) ( ) 0,
1

N i

i

a t a t
i=

′
+ =

+
∑  приведем в окончательном виде определяющее уравнение



 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus. 2017. Vol. 61, no. 2, pp. 64–73 69

 

6 4
1 2 3 4

6 4 2 3 4

1,0543 10 ( ) 4,7258 10 ( ) 0,05 ( ) 1,6625 ( ) 16,2742 ( ) 24 ( )

3,6026 10 3,2117 10 0,01049 0,16076 .

t t t t t t

t t t t

− −

− −

′⋅ ϕ + ⋅ ϕ + + + + =

⋅ − ⋅ + − +

   

 
(28)

Решение (28) дает искомую граничную функцию

 
1,7821 13,538 35,578

84,876 312,467

( ) 1 1,3382e 0,530e 0,27557e

0,107585e 0,02413e .

t t t

t t

t − − −

− −

ϕ = − + − +

−

На рис. 1 представлены графики изменения температуры по сечению неоднородной пластины, 
рассчитанные на основе МВТФ, а также численным методом. Ошибка аппроксимационного реше-
ния по сравнению с численным методом составляет сотые доли процента. Последующие прибли-
жения ( 6)N >  дают практически точное решение.

Постановка и решение задачи для полуограниченного пространства. Запишем задачу  
в следующей математической постановке (в безразмерной форме согласно [10; 11]):

 ( ) ,kT T
t x x

x
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 (29)

 1
I II III

(0, ) (0, )(i) : (0, ) ( ); (ii) : (0) ( ); (iii) : (0, ) Bi ( ),T t T tT t t k t T t t
x x

−∂ ∂
= g − = g − = g

∂ ∂
 (30)

 ( , ) 0, ( , 0) 0.T t T x∞ = =  (31)

Граничные условия (30)–(i), (30)–(ii) и (30)–(iii) отвечают, соответственно, граничным условиям 
Дирихле, Неймана либо описывают теплообмен по закону Ньютона.

Введем в рассмотрение фронт температурного возмущения ( )xδ  с условиями

 ( ( ), )( ( ), ) 0.T t tT t t
x

∂ δ
δ = =

∂

Введем также в рассмотрение последовательность из интегральных линейных операторов

 
( )

0
( ) ( , ) , ,

t

n n nT T T dx n
δ

+≡ = ∈∫     (32)

где ( )n n x=   – весовые функции. Применив оператор n� к уравнению (4) (операторная форма 
уравнения (32)), получим для его правой части

 ( ) ( , ) ( , )
(0) (0, )(0) (0, ) (0) (0) .

n n n

n
n

LT LT T L
d T tk T t k

dx x

≡ = +
∂

−
∂

�  



 (33)

Применив оператор n� к левой части урав-
нения (4), с учетом теоремы Лейбница имеем

 
( ) ,

( ( ))
, ( )

( ( ), ) .( ) ( )
t

t

n n n

n n

T T T
t T t t t T

= −
=

=
′δ δ δ

 �
�

 


Отсюда приходим к уравнению
 (0), (0)( ) (0, )

(0, )(0

(

) (0)

)

.

n
n nt

n

dT T L k T t
dx

T tk
x

+ −

∂
∂

=� 



(34)

Условие Дирихле. Если исходить из ус-
ловия (30)–(i), то тогда уравнение (34) со-i), то тогда уравнение (34) со-), то тогда уравнение (34) со-

Рис. 1. Температурные профили в пластине при ( ) exp ( ),x xl = −  
полученные на основе точного (численного) решения (сплош-

ные линии) и на основе МВТФ (пунктирные линии)

Fig. 1. Temperature distributions over the plate at ( ) exp ( ),x xl = −  
obtained from the exact (numerical) solution (solid lines) and 

from the solution based on WTFM (dotted lines)
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держит неизвестную производную (0, ) .T t
x

∂
∂

 Для ее исключения потребуем (в дальнейшем верх-
ние индексы (I), (II) и (III) обозначают, соответственно, граничные условия Дирихле, Неймана  
и Ньютона)

 (I) (0) 0, .n n += ∈  (35)

Освободиться в (34) от операций дифференцирования (при 1n = ) позволяет уравнение

 
(I)

(I) 1
1 ) 0(

dd
d

L k x
dx x

 
≡ =  

 


  (36)

с начальными условиями

 
(I)

(I) 1
1

(0) 1(0) 0, .
(0)

d
dx

= =
l


  (37)

Решение (36), (37) дает весовую функцию 
0

(I)
1 ( ) .

( )

x dxx
k x

= ∫  Отсюда вместо (34) запишем урав-

нение (I)
I1( ) ( ),tT t= g�  интегрирование которого дает тождественное равенство

 (I) (I)
I1 1

0
( ) ( ) .

t
T t t d t≡ ϒ = g∫�  (38)

Весовые функции (I)
1n+  определим с помощью рекуррентного соотношения 1n n+ =   с однород-

ным начальным условием 
(I)

(I) 1
1

(0)
(0) 0.n

n
d

dx
+

+ = =


  Тогда находим

 (I) (I)

0
1

0
, ,

( )

x x
nn

dx dx n
k x ++ = ∈∫ ∫  

откуда вытекает последовательность

 (I) (I) (I)
1 2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0
, , ....

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

( )

x x x x x x x x xdx dx dx dx dx dxdx dx dx
k x k x k x k x k x k x

= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Тогда для уравнений (34) ( 1)n + -го порядка получим

 (I) (I) (I) (I)
1 1( ) ( ), ( , ) .t n nn nT T L T T+ += = =� �   (39)

Из (38) и (39) приходим к последовательности

 { }(I)(I)
1( ) , ,( )n

n
t nT t n +−≡ ϒ ∈�  (40)

где (I)
0 ( ) ( ),t tϒ = g  (I)

I
0 0

( ) ... .( )
t t

n

n

d t d tt tϒ = g∫ ∫


 Интегрирование уравнений последовательности (40)  

с учетом (31) дает окончательно

 { }(I) (I) ( ) , .n n
n

T t n +≡ ϒ ∈�

Условие Неймана. Для граничного условия (30)–(ii) проинтегрируем уравнение (29) в преде-ii) проинтегрируем уравнение (29) в преде-) проинтегрируем уравнение (29) в преде-
лах [0, ( )]x t= δ :

 
( ) ( )

II
0 0

(0(0 ,) ) ( ).
t tT d T tdx T dx t

t d t x
k

δ δ∂ ∂
= = − =g

∂ ∂∫ ∫  (41)

Интегрирование (41) приводит к тождественному равенству
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 (I)
1

( ) ( )
(I)
1

0 0
( ),

t t
T dx T dx t

δ δ
= =ϒ∫ ∫ 

где 1 1.=  Применив рекуррентное соотношение (II) (II)
1 nn+ =   с условиями 

(II)
(II) 1

1
(0)

(0) 0,n
n

d
dx
+

+ = =


  
определим весовые функции

 (II) (II) (II

0

)
1 2 3

0 0 0
, , ...,

( ) ( ) ( )
1,

x x x xx dx xdx dx dx
k x k x k x

= = =∫ ∫ ∫ ∫  

сводящие дифференциальное уравнение (29) к последовательности из тождественных равенств

 


(II) (II)
II

0 0
( ) ... ( ) , .

t t
n n

n n

d tT t ntt d +

 
  ϒ = g ∈ 
 
  

≡ ∫ ∫ �

Теплообмен по закону Ньютона. При теплообмене согласно граничному условию (30)–(iii) 
для определения весовой функции (III)

1  положим в (33)

 III
(0) (0, )(0) (0, ) (0) (0) ( ).n

n
d T tk T t k t

dx x
∂

− = g
∂


  (42)

Сопоставив (42) и (30)–(iii), приходим к следующим соотношениям:

 
(III)

(III) 1
1

(0)1 1(0) , .
Bi (0) (0)

d
dx

= =
l l


   (43)

Решение дифференциального уравнения (III)
1 0L =  с начальными условиями (43) дает функцию

 
0

(III)
1

1 .
( ) Bi (0)

x dx
k x

= +
l∫  (44)

С учетом (42)–(44) уравнение (34) принимает вид

 (III) (III)
1 1 ( ).T tϒ=�  (45)

Проинтегрировав уравнение (45), получим

 (III) (III)
1 1 ( ).T tϒ=�

Нахождение весовых функций (III)
1 ( 1, 2, ...)n n+ =  аналогично: посредством уравнения (III) (III)

1 nn+ =   

с однородными начальными условиями 
(III)

(III) 1
1

(0)
(0) 0.n

n
d

dx
+

+ = =


  Отсюда, в частности, получаем 

0 0 0

(III)
2 .

( ) Bi (0) ( )

x x x dx x dxdx
k x k k x

 
= + 

 
∫ ∫ ∫  В итоге приходим к последовательности

 


(III) (III)
III

0 0
( ) ... ( ) , .

t t
n n

n

d ttT ndtt +≡ ϒ = g ∈∫ ∫ �  (46)

В виде иллюстративного примера рассмотрим краевую задачу при (0, ) 1T t =  и ( )k xl = =
1(1 5 ) .x −+  Температурный профиль представим полиномом

 
6

1
( , ) 1 ( ) .

( )

j

j j
j

xT x t a t
t=

= +
δ

∑
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Из условий на фронте возмущения (35) имеем два 

уравнения: 
1

( ) 1
N

j
j

a t
=

= −∑  и 
1

( ) 0.
N

j
j

j a t
=

=∑  Допол-

нительные три уравнения получим из трех тож-

дественных равенств последовательности (46)  
с найденными весовыми функциями

3
2

1 2

5
2 3

3

1 , (1 5 5 ),
2 6

1 .
1

4

15 50 125
20 2 3 12

xx x x x

x x x x

 = + = + + 
 

 = + + + 
 

 



Еще одно уравнение запишем, потребовав вы-
полнение уравнения (29) в точке 0.x =  Отсю-

да имеем 
0

0) ,(
x

Tk
x

x
x

=

  ∂ ∂
=  ∂ ∂  

 откуда следует 

уравнение 2 1
( )( ) ( ) 0.
2
ta t a tδ

− =  Фронт темпера-

турного возмущения ( )tδ  определим из интеграла теплового баланса 
( )

0

(0, )(0) ,
td T tT dx k

dt x

δ ∂
= −

∂∫  

откуда следует дифференциальное уравнение

 
6

1
0

(
( ) ( )

( ) ( ) 0,
2( 1) 1

)j j

j

a t a t
t a

j j
tt

=

 ′
 ′s + s + =
 + + 

∑  (47)

где 2( ) ( ) .t ts = δ  Температурные профили, полученные на основе (47), приведены на рис. 2. Отме-
чаем практически полное слияние приближенного и точного (численного) решений.

Заключение. В отличие от классических точных методов, дающих решения в виде тригоно-
метрических, цилиндрических и специальных функций, получаемые МВТФ решения представ-
ляются степенными полиномами, максимально приспособленными для проведения инженерных 
расчетов, решения задач оптимизации, обратных задач и т. д. В итоге удается максимально упро-
стить процесс получения решения, сводя его к выполнению последовательности достаточно 
простых операций. МВТФ гармонично объединяет простоту и высокую точность, существенно 
превышающую точность других известных приближенных методов. 
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