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Ранее было установлено существование эффекта полного отражения частиц от космологического барьера, гене-
рируемого геометрией пространства Лобачевского. В настоящей работе исследован эффект «космологического зер-
кала» в условиях нестатической геометрии пространства–временени. Детально рассмотрен случай скалярного поля 
в случае осциллирующей модели де Ситтера. В условиях нестатичности геометрии эффект отражения от космологи-
ческого барьера сохраняется. Показано также, что обращение в нуль множителя 2cos t  в метрике пространства–вре-
мени не приводит к сингулярному поведению решений уравнения для скалярного поля, поскольку имеются простые 
асимптотики решений по временной переменной t в виде чистых фазовых множителей, и при рассмотрении квадра-
та модуля волновых функций эти фазовые множители при cos 0t →  обращаются в 1. 
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Recently it has been shown that the Lobachevsky geometry simulates an ideal mirror distributed in the space. Since the 
Lobachevsky model enters some cosmological models of the Universe, using theses models we need to take into account the 
presence of the «cosmological mirror». The earlier analysis assumed a static character of the space-time geometry. In this 
article, the generalization of the cosmological reflection effect to the oscillating de Sitter Universe is given for the scalar field. 
It is shown that the vanishing factor 2cos t  in the metric of space-time does not lead to a singular behavior of solutions of the 
wave equation for the scalar field; instead, the solutions have a simple phase factor behavior in the time variable t, so the 
squared modulus of the wave function at cos 0t →  turns to be 1. 

Keywords: Klein–Fock–Gordon equation, spin 0, the oscillating de Sitter universe, separation of the variables, exact 
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Введение. В работах [1–7] на основе построения решений уравнений Шредингера, Максвелла 
и Дирака в квазидекартовых координатах пространства Лобачевского 

 2 2 2 2 2 2[ ( ) ]zdS dt e dx dy dz−= − + +  (1)

было показано, что геометрия Лобачевского оказывает на все три поля в некотором смысле одно 
и то же действие: квазиплоские волны, распространяющиеся в пространстве Лобачевского, в не-
которой точке отражаются от эффективного потенциального барьера, создаваемого геометрией 
пространства Лобачевского, и двигаются в обратную сторону. Другими словами, пространство 
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Лобачевского действует на поля как распределенное в пространстве идеальное зеркало. Глубина 
проникновения поля в такую среду растет с увеличением энергии частицы (поля), также эта ве- увеличением энергии частицы (поля), также эта ве-увеличением энергии частицы (поля), также эта ве-
личина зависит от радиуса кривизны пространства Лобачевского. В силу того, что модель 
Лобачевского входит составным элементом в некоторые космологические модели Вселенной, от-
меченное свойство означает, что в данных моделях необходимо учитывать эффект наличия тако-
го «космологического зеркала»; оно эффективно должно вести к перераспределению плотности 
частиц во Вселенной. 

Однако выполненный ранее анализ предполагал статический характер геометрии простран-
ства–времени. В настоящей работе проведено обобщение исследований [1–7] для скалярного 
поля в случае осциллирующей модели де Ситтера. 

1. Разделение переменных. Общековариантное уравнение Клейна–Фока–Гордона [8] 

 21 0ei eA g g i A M
cg x x

 
αb 

α b α b
  

∂ ∂   + − + − Ψ =   − ∂ ∂   

 (2)

рассмотрим в нестатических квазидекартовых координатах (1) пространства анти де Ситтера. 
В отсутствие электромагнитного поля уравнение (2) упростится: 

 
2 2 2

2 2
2

1 0 m cg g M M
g x x

 
 αb
 α b 
 

∂ ∂ ρ
− + Ψ = , = ;

− ∂ ∂ 

с учетом явного вида метрического тензора (1) оно принимает вид 

 
2 2

3 2 2 2 2 2
3 2 2 2

1 1cos 0
cos cos

z z z zt e e e e M
t t z zt t x y

 
 −
 
  

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − + Ψ = .  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

Полученное уравнение можно переписать так:

 
2 2

2 3 2 2 2 2 2
3 2 2

1cos cos
cos

z z z zt t M e e e e
t t z zt x y

  − 
 
 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ Ψ = + + Ψ;  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

следовательно, переменные разделяем подстановкой 

 ( ) ( ) ( )iax ibyx e e T t F zΨ = .
Дальше получаем 

 2 3 2 2
3

1cos cos
cos

d dt t M T T
dt dtt

 
 
 
 

+ = −L ,

 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ),z z zd de e a b e F z F z
dz dz

 − 
 
 

− + = −L

L2 – постоянная разделения. Таким образом, имеем два уравнения второго порядка: 

 
2 2

2
2 23tan 0,

cos
d dt M T

dtdt t

 
 
 
 
 

L
− + + =

 
2

2 2 2 2
2 2 ( ) ( ) 0zd d a b e F z

dzdz

 
 
 
 
 

− + L − + = . 

(3)

Уравнение по переменной z подстановкой ( ) ( )zF z e z= ϕ  приводится к виду одномерного урав-
нения Шредингера с эффективным потенциалом ( )U z  барьерного типа (плавно растущего до 
бесконечности с увеличением координаты z →+∞): 

 
2

2 2 2 2
2 ( ) ( ) 0 ( ) 1 ( ) zd U z z U z a b e

dz

 
+ L − ϕ = , = + + .  

 
 (4)

При L2 > 1 физическая ситуация легко интерпретируется: слева возможна суперпозиция волн 
(падающей и отраженной), а справа за барьером волновая функция резко спадает до нуля.
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Отметим, что случай 0  0a b= , =  является особым: при этом в (4) исчезает эффективный по-
тенциальный барьер 

 
22

2 1 2
2 1 ( ) 0 1,i zd z e

dz
± L − 

+ L − ϕ = , ϕ = , L >  
 

т. е. для функции ( )f z  здесь возникают решения типа обычных плоских волн. 
2. Отражение частиц. Возвратимся к (3) и перейдем к переменной 2 2

1 2
zZ a b e= + : 

 
2 2

2 2
1(0 ) 1 ( ) 0d dZ F Z
Z dZdZ Z

 L
∈ , + ∞ , − + − = .  

 
 (5)

Будем искать решения в виде ( ) ( ).A BZF Z Z e f Z=  При A и B, выбранных согласно (дальше пред-
полагаем L2 > 1) 
 2 21 1 1A i B= − L − , = ,
приходим к уравнению для ( )f Z  

 
2

2 (2 1 2 ) (1 2 ) 0.d f dfZ A BZ B A f
dZdZ

+ − + − − =

Делаем еще одну замену 2Z y= / : 

 
2

2
1(2 1 ) ( ) 0;
2

d f dfy A By B A f
dydy

+ − + + − =

при B = –1 получаем уравнение для вырожденной гипергеометрической функции [9]: 

 
2

2 ( ) 0 2d Y dYy c y aY c a
dydy

+ − − = , = ,

 1 2 2 2( ) ( ) 1 2 1 2a yF Z y e Y y a i c a+ / − /= , = / − L − , = .
Будем использовать две пары линейно независимых решений [9]: 

 1 2
1 2( 2 ) (1 2 2 )aY a a y Y y a a y−= Φ , , , = Φ − , − , ;

 5 7( 2 ) ( 2 );yY a a y Y e a a y= Ψ , , , = Ψ , , −
они связаны линейными соотношениями Куммера [9]

 5 1 2 7 1 2
(1 2 ) (2 1) (1 2 ) (2 1)
(1 ) ( ) (1 ) ( )

a a a aY Y Y Y Y Y
a a a a

Γ − Γ − Γ − Γ −
= + , = − ,
Γ − Γ Γ − Γ

которые после умножения на 1 2 2a yy e+ / − /  дают 

 5 1 2 7 1 2
(1 2 ) (2 1) (1 2 ) (2 1)
(1 ) ( ) (1 ) ( )

a a a aF F F F F F
a a a a

Γ − Γ − Γ − Γ −
= + , = − ;
Γ − Γ Γ − Γ

эти линейные соотношения связывают две пары решений уравнения (5). 
Обращаем внимание, что решения 1 2 F F,  описывают при z →−∞ волны с легко интерпрети-

руемым асимптотическим поведением: 
 ( 0),z y→−∞, →

 
2

21 1
1 2 2 2 1

1 2
i

a z i zF y a b e e
− L − + / − L −

  
 

= + ,

 
2

21 1
1 2 1 2 2 2 1

2 2
i

a a z i zF y y a b e e
+ L − + / − + L −

  
 

= + .

Следовательно, например, функция 5F  (и связанная с ней 5ϕ ) при z →−∞ ведет себя как суперпо-
зиция двух плоских волн: 

 
2 2

2 21 1 1 1
2 2 1 2 2 1

5
(1 2 ) (2 1)2 2
(1 ) ( )

i i
i z i za aa b e a b e

a a

− L − + L −   − L − + L −
      
   

Γ − Γ −
ϕ + + + .

Γ − Γ
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Можно определить коэффициент отражения R:

 
2 2

22
1 1 (1 2 ) ( )

(2 1) (1 )
i z i z M a aM e M e R R

M a a
−− L − + L −

− +
+

Γ − Γ
+ , = , = .

Γ − Γ −
Учтем 

 2 21 2 2 1 2 1 2 1a i a i− = + L − , − = − L + , 2 21 2 1 1 1 2 1a i a i= / − L − , − = / + L − ,
тогда 

 

2 2
2 2

2 2

( 2 1) (1 2 1) 1
( 2 1) (1 2 1)

i iR
i i

Γ + L − Γ / − L −
= ≡ .
Γ − L − Γ / + L −

Найдем поведение 5F  в области больших y. Применяя известное асимптотическое соотноше-
ние 5 ( ) ,aY a c y y −= Ψ , ,   получим 

 

1 2 2 1 2 2
5 5

1 2
2 2 2 22 exp exp 0

a y y

z z e

z F y e Y y e

a b e a b e
+∞

+ / − / / − /

/    −
      
   

→ +∞, =

+ − + → = .

 

Таким образом, решение 5F  описывает ситуацию, когда падающая слева волна отражается  
с вероятностью 1 от эффективного барьера; справа за барьером решение резко спадает до нуля. 
Легко найти критическую точку, после которой волновая функция резко убывает: 

 
2

2 2 2 2
0 2 2

11 ( ) ln .za b e z
a b
L −

L − = + ⇒ =
+

3. Анализ уравнения по временной координате. В уравнении для функции ( )T t  

 
2 2

2
2 23tan 0

cos
d dt M T

dtdt t

 
 
 
 
 

L
− + + =  (6)

введем новую переменную 

 1 tan 1 tan1
2 2cos 2 2cos

it iti t e i t ey y
t t

− +− +
= = , − = = ; (7)

тогда уравнение (6) запишется в виде 

 
2 2 2

2
2

1 1 1(1 ) 0
2 4 4 1

d d M My y y T
dy y ydy

  − + − − L − − = .   −   

Вводим подстановку (1 )A BT y y G= − : 

 

2

2

2 2
2

1(1 ) 2 (2 2 1)
2

1 2 (2 3) 1 2 (2 3)( )( 2) 0
4 4 1

d G dGy y A A B y
dydy

A A M B B MA B A B G
y y

 − + − + − + − +  

 − − − −
− + + − − L + + = . 

−  

Требуем обращения в ноль коэффициентов при 1y −  и 1(1 )y −− : 

 2 23 1 3 14 9 4 9
4 4 4 4

A M B M= ± + , = ± + ;

при этом уравнение упрощается 

 
2

2
2

1(1 ) 2 (2 2 1) [( )( 2) ] 0
2

d G dGy y A A B y A B A B G
dydy

 − + − + − + − − + + − + L = ;  

оно может быть отождествлено с уравнением гипергеометрического типа 

 (1 ) [ ( 1) ] 0y y G c a b y G abG′′ ′− + − + + − = .
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Для параметров   c a b, ,  находим представления 

 2 21 2 1 1 1 1
2

c A a A B i b A B i= − + , = + − ± L − , = + − L − .

Выбирая разными способами параметры A, B, можно получить две пары решений. 
Первая пара: 

 

2 23 31 1
4 4 4 4

2 2

4 9 4 9

2 2

2 2 2

3 1 3 1I 4 9 4 9
4 4 4 4

(1 ) ( )
1 1 4 9 1
2 2

1 1 14 9 1 1 4 9
2 2 2

M M

A M B M

T y y G a b c y

a M i

b M i c M

+ + + +

. = + + , = + + ,

= − , , ; ,

= + + + L − ,

= + + − L − , = + + ;

 
2 23 31 1

4 4 4 4

2 2

4 9 4 9

2 2 2

3 1 3 1I 4 9 4 9
4 4 4 4

(1 ) ( )
1 1 11 1 1 4 9
2 2 2

M M

A M B M

T y y G a b c y

a i b i c M

+ + − +

′ ′ ′. = + + , = − + ,

′ ′ ′ ′= − , , ; ,

′ ′ ′= + L − , = − L − , = + + ;

эти решения совпадают вследствие тождества для решений Куммера: 

 ( ) (1 ) ( ).c a bF a b c y y F c a c b c z− −, , , = − − , − , ,

Вторая пара: 

 2 23 1 3 1II 4 9 4 9
4 4 4 4

A M B M. = − + , = − + ,

 
2 23 31 1

4 4 4 44 9 4 9
(1 ) ( , , ; ),

M M
T y y G a b c y

− + − +
= −

 2 21 1 4 9 1
2 2

a M i= − + + L − ,

 2 2 21 1 14 9 1 1 4 9
2 2 2

b M i c M= − + − L − , = − + ;

 
2 23 31 1

4 4 4 4

2 2

4 9 4 9

2 2 2

3 1 3 1II . 4 9 4 9
4 4 4 4

(1 ) ( )
1 1 11 1 1 4 9;
2 2 2

M M

A M B M

T y y G a b c y

a i b i c M

− + + +

′ ′ ′= − + , = + + ,

′ ′ ′ ′= − , , ; ,

′ ′ ′= + L − , = − L − , = − +

эти решения совпадают вследствие тождества ( ) (1 ) ( )c a bF a b c y y F c a c b c z− −, , , = − − , − , , .
Фактически, два независимых решения I и II строятся на основе следующих двух решений 

Куммера для гипергеометрического уравнения: 

 1 ( ) IU F a b c y= , , ; ⇒ ,

 1
5 (1 ) (1 1 2 ) II.c c a bU y y F a b c y− − −= − − , − , − ; ⇒

Возвратимся к формулам (7): 

 1 1 tan 1 tan1
2 2 2cos 2 2cos

it itx i t e i t ey y
t t

− +− − +
= = = , − = = .
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При cos 0t =  получаем бесконечное значение для переменной y: 

 ( 1) ( 1)cos 0 , 1
2 0 0

N Ni it t N y y yp − −
= , = + p , = ∞, → − − → + ,

 ( 1) ( 1) 1(1 ) ( ) ( 1)
0 0 0

A B A BN N
A B A B A Bi it y i i

+
+   − −  − → − + = − − ;             

соответственно, для множителей перед гипергеометрическими функциями в двух решениях на-
ходим выражения: 

 
23 2 4 9 2

2 23 1 3 1 1 1I 4 9 4 9
4 4 4 4 0 0

A B M

A M B M
+ / + + /

   . = + + , = + + , → ,   
   

 
23 2 4 9 2

2 23 1 3 1 1 1II 4 9 4 9
4 4 4 4 0 0

A B M

A M B M
+ / − + /

   . = − + , = − + , → .   
   

Чтобы описать поведение решений около этой особой точки (точнее, особых точек по 
переменной t) воспользуемся соотношением Куммера [9]

 1 3 4
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
c b a c a bU U U
c a b c b a

Γ Γ − Γ Γ −
= + ,
Γ − Γ Γ − Γ

 (8)

где 

 1 3
1( ) ( ) 1 1aU F a b c y U y F a a c a b
y

−  
= , , ; , = − , + − , + − ; , 

 

 4
1( ) 1 1bU y F b b c b a
y

−  
= − , + − , + − ; . 

 
При y →∞ (8) принимает вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

a bc b a c a bF a b c y y y
c a b c b a

− −Γ Γ − Γ Γ −
, , ; →∞ = − + − .

Γ − Γ Γ − Γ

Соответственно, полное решение ( )T y  уравнения в окрестности этой бесконечности с учетом 
выражений для   a b c, ,  

 2 21 2 1 1 1 1
2

c A a A B i b A B i= − + , = + − + L − , = + − − L −

задается равенством (убираем несущественный общий множитель ( )cΓ ) 

 
2 21 1 1 1( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
A B A B i A B ib a a bT y y y y

c a b c b a

 
 
 
  

− − + − L − − − + + L −Γ − Γ −
= − − + − .

Γ − Γ Γ − Γ

Таким образом, получаем 

 
2 21 1

( cos 0) ( 1)
2cos

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

it
A

i i

eT y t
t

b a c a b cy y
c a b c b a

 
 
 
  

−

− L − + L −

→∞; → = − ×

Γ − Γ Γ − Γ
− + − .

Γ − Γ Γ − Γ

В этом пункте следует вспомнить о множителе 3 2cos zg te−− = ;  очевидно, при комбинирова-
нии с квадратом модуля волновой функции он будет компенсировать ноль в знаменателе, и ре-
зультирующий множитель не будет расходящимся в точках cos 0.t =  
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Исследуем поведение функций 
2 1( ) iy ± L −−  в окрестности точек cos 0 ( ).t y= →∞  Здесь имеем 

равенства 

 
2 2

2 2
1 1

1 1
2 2

1 1( ) ( )
1 1

i i
i i

it ity y
e e

+ L − − L −
+ L − − L −   − = − , − = − .   + +   

Будем по отдельности рассматривать два случая: приближение к точке сингулярности слева  
и справа. Приближение к точке сингулярности слева (δ→ +∞) описывается соотношениями

 
2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 1ln

1 1 1ln( )

11 1

( ) ( )

( ) ( ) .

it it

i i i

i i i

e e

y e

y e

+ L − + L − + L − δ

− L − − L − − L − −δ

→ − , = − − , δ→ +∞,
δ

− = +δ = ,

− = −δ =

 (9)

Приближение к точке сингулярности справа (δ→ +∞) описывается соотношениями 

 
2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 1ln( )

1 1 1ln

11 1

( ) ( )

( ) ( )

it it

i i i

i i i

e e

y e

y e

+ L − + L − + L − −δ

− L − − L − − L − δ

→ − , = − + , δ→ +∞,
δ

− = −δ = ,

− = +δ = .

 (10)

Таким образом, и вход и выход из точек временной сингулярности cos 0t =  описывается (бес-
конечно) осциллирующими во времени волновыми функциями вида   .ie αδ, δ→∞  Физический 
смысл этих особенностей недостаточно ясен. Чтобы исследовать поведение второго решения II, 
нужно использовать другое соотношение Куммера: 

 (1 ) (1 )
5 3 4

(2 ) ( ) (2 ) ( )
(1 ) ( 1 ) (1 ) ( 1 )

c cc b a c a bU e U e U
a b c b a c

p − p −Γ − Γ − Γ − Γ −
= + ;
Γ − Γ + − Γ − Γ + −

в остальном анализ аналогичен. Очевидно, что если использовать независимые решения для 
функции ( ),T T t=  основанные на решениях Куммера 1 5 ,U U,  то будем иметь более простые 
асимптотики в виде чистых фазовых множителей из (9), (10). При рассмотрении квадрата модуля 
волновых функций эти фазовые множители при cos 0t →  будут обращаться в 1. Это означает, 
что обращение в нуль множителя 2cos t в метрике пространства–времени (1) не приводит к син-
гулярному поведению решений уравнения для скалярного поля. 

Заключение. Анализ может быть обобщен и на случай расширяющейся модели де Ситтера, 
однако это требует отдельного рассмотрения, поскольку предполагает использование комплекс-
ных координат в вещественном пространстве–времени; примеры такого рода применения ком-
плексных координат см. в [10]. 
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