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Аннотация. Мезоны моделируются как связанные состояния кварков с координатно-зависимой массой. Взаимо-
действие кварков описывается КХД-модифицированным корнельским потенциалом с введенной зависимостью от 
расстояния величиной сильной связи αS(r). Предложено уравнение движения для двух взаимодействующих бесспи-
новых частиц в системе центра инерции, получены два асимптотических решения этого уравнения для больших  
и малых расстояний. На этой основе предложена комплексная интерполяционная массовая формула для кварк-
антикварковых состояний. Вычисленные в рамках модели спектры масс ρ и D±* мезонов оказываются в хорошем 
согласии с экспериментальными значениями. 
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Abstract. Mesons as bound states of quarks with coordinate-dependent mass are modeled. The interaction of quarks is 
described by the QCD modified Cornell potential with a strong position-dependent coupling αS(r). The equation of motion for 
the system of two interacting spinless particles in the center-of-mass frame is suggested. Two asymptotic solutions of this 
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Описание мезонов и их возбуждённых состояний в принципе должно выполняться в рамках 
квантово-полевой теории сильных взаимодействий – квантовой хромодинамике (КХД). Однако 
строгое описание в рамках её практических приложений сопряжено с рядом трудностей. 
Динамику цветовых сил приходится описывать в рамках феноменологических подходов. Одним 
из них является метод траекторий Редже [1], которые могут быть использованы также для клас-
сификации адронов по семействам. 

Последовательное описание мезонов как связанных кварк-антикварковых состояний сводит-
ся к релятивистской задаче двух тел, которая не имеет точного решения. Трудности строго тео-
ретического описания [2–4] свойств адронов привели к появлению ряда феноменологических 
кварковых моделей [5–7]. Физические характеристики простейших систем типа кваркониев, 
глюониев и их резонансов изучались в рамках потенциального подхода [8–11] и в схеме ком-
плексных масс [12]. 

Существует ряд попыток приведения уравнения Бете–Солпитера [2; 3] к решаемому виду [4]. 
В одном из подходов предлагается бесспиновое уравнение для собственных значений энергии 
E* = W системы двух частиц в с.ц.и. (ћ = c = 1) [2–4]: 
© Сергеенко М. Н., 2017
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 
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1 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ).H W H i m i m V rψ = ψ = − ∇ + + − ∇ + +r r

 

 (1)

Уравнение (1) получено с использованием ряда приближений: исключается зависимость от вре-
мени, не учитывается наличие спинов у частиц и решения с отрицательной энергией [2–4]. 
Уравнение (1) иногда называют полурелятивистским, поскольку оно не имеет явно ковариантной 
формы. Основную проблему решения уравнения с гамильтонианом (1) представляет наличие 
операторов под квадратным корнем, поэтому обычно оно решается численно. Однако часто важ-
но иметь аналитическое решение, хотя бы приближённое. 

Потенциал взаимодействия V(r) может быть нулевой компонентой лоренц-вектора, как в (1), 
либо лоренц-скаляром или смешанным, так что способ введения взаимодействия является мо-
дельным [5; 6; 8–11; 13; 14]. Конституентные кварки в адронах описываются уравнением Дирака, 
которое модифицируется так, чтобы обеспечить конфайнмент. Появление лоренц-инвариантно-
го потенциала естественно интерпретируется в рамках конформно-плоской геометрии [15; 16], 
дано объяснение «запирающих» свойств метрики этой геометрии, рассмотрен вопрос о коор- 
динатной зависимости массы покоя, обладающей трансформационными свойствами лоренц- 
скаляра. 

Исходное бесспиновое уравнение (1) может быть введено и другим способом. Целью настоя-
щей работы является изучение мезонов как задачи двух тел для связанных состояний кварков  
с координатно-зависимой массой и КХД-модифицированным потенциалом цветового взаимо-
действия с зависимостью от расстояния величиной сильной связи αS(r) [8–11].

Рассмотрим движение двух свободных релятивистских бесспиновых частиц с четыре-импуль-
сами p1 и p2. Их сумма E1(p) + E2(p) ≡ [p2 + m1]

1/2 + [p2 + m2]
1/2 = W0 = s  ≡ M в с.ц.и. есть полная 

энергия частиц (где p1 + p2 = 0, p1 = – p2 = p), которая является также инвариантной массой систе- 
мы M. Из этого выражения следует равенство

 
2 2 2 2 2 2

1 24 ( )( ) ( , , ) 4 ,s s m s m s m m s− +≡ − − = λ ≡ κp  (2)

где 2 2
1 2( , , )s m mλ  – главная инвариантная функция (функция треугольника) [1] m+ = m1 + m2, m– =  

m1 – m2. Правая часть в (2) содержит только инвариантные массы покоя частиц и системы, поэто-
му квадрат импульса p2 = κ2 частиц (и модуль |p| относительного импульса частицы в с.ц.и.) яв-
ляется релятивистским инвариантом. Что изменится при наличии взаимодействия между части-
цами? 

Полная энергия двух взаимодействующих релятивистских частиц в с.ц.и. может быть запи-
сана в виде

 
2 2 2 2

1 2 ( ),W m m V q= + + + +p p  (3)

где потенциальная энергия V(q) зависит от координат q = (t, r), t = t1 – t2, r = r1 – r2, и соответствует 
гамильтониану (1). Здесь V(q) аддитивен к энергиям частиц и является нулевой компонентой  
лоренц-вектора. Полная энергия (3) не имеет явно ковариантный вид, но является интегралом 
(постоянной) движения согласно закону сохранения энергии для замкнутых систем: dW / dt = 0. 
Для таких систем гамильтониан не зависит явно от времени. Поскольку координатная зависи-
мость входит только в потенциал V(t, r), то он не может зависеть от относительного времени ча-
стиц, т. е. t = t1 – t2 = 0, что означает равенство времён t1 = t2, и потенциал зависит только от рас-
стояния r между частицами. Равенство t = 0 есть одно из условий получения (1). Таким образом, 
полная энергия W двух взаимодействующих частиц в с.ц.и. есть инвариантная масса M этой си-
стемы, т. е. W = M. Но возникает проблема потенциала V(r) как нерелятивистского объекта в ре- 
лятивистской теории; он может быть как лоренц-векторным, так и лоренц-скалярным или сме-
шанным.  

Релятивистское волновое уравнение движения частицы в скалярном потенциальном поле 
сформулировано в [13; 14]; в этом подходе потенциал является лоренц-скаляром, аддитивным  
к массе покоя m0 частицы: это приводит к понятию частицы с переменной массой m(r) = m0 + S(r) 
такой, что выполняются релятивистские соотношения [13]



 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2017. Т. 61, № 4. С. 39–45 41

 E2 – p2 = m2(r),  E = γm(r),  p = γm(r)v. (4)

В такой формулировке собственное время τ частицы является параметром эволюции [13; 14], 
а функция m(r) обладает свойствами (4) инвариантной массы. Этот подход аналогичен развито-
му ранее в [15; 16] для спиновых кварков в рамках конформно-плоской геометрии. 

Конфайнмент в физике адронов можно описать, если потенциал является скалярным [4; 13]. 
В (3) это можно показать, представив энергии E частиц в виде суммы кинетической энергии T  
и массы покоя, т. е. E(p) = T(p) + m0. Тогда для системы двух взаимодействующих частиц полную 
энергию W системы (3) можно записать так: W = T1(p) + T2(p) + m1 + m2 + V(r). В этом случае по-
тенциал аддитивен к массам частиц [5; 6; 13–16] и является лоренц-скаляром. Решения двухча-
стичных уравнений Дирака рассматривались в [17]. Приведём некоторые качественные сообра-
жения в духе работ [13–17]. Сумму лоренц-скаляров можно записать по-разному, например,  
с весовыми коэффициентами [2–4]. В настоящем сообщении она представляется как m1 + m2 +  
V(r) ≡ [m1 + 1/2V(r)] + [m2 + 1/2V(r)]. Тогда, вводя частицы с переменной массой [13–16], полную 
энергию W системы с учётом (4) можно записать так: 

 
2 2 2 2

1 2( ) ( ).W m r m r= + + +p p  (5)

Это выражение для полной энергии системы является релятивистским по форме с зависящими 
от расстояния r массами частиц mi(r) = mi + 1/2V(r). Зависимость mi(r) может описывать поле вир-
туальных частиц, испускаемых и поглощаемых взаимодействующими частицами. Выбор весо-
вых коэффициентов 1/2 для потенциала можно обосновать тем, что полный импульс системы  
в с.ц.и. есть p1 + p2 = 0. Производная этого равенства по собственному времени системы τ как 
параметра эволюции [13] даёт для пространственной части силы Минковского: dp1 / dτ + dp2 /  
dτ ≡ F1 + F2 = 0, где ,V= −∇F



 так что |F1| = |F2|.
Квадрат относительного импульса p2 частицы в с.ц.и. выражается из (5) через функцию тре-

угольника 2 2
1 2( , , )s m mλ  для масс m1(r), m2(r) и инварианта s = W 2 ≡ M2 аналогично (2)

 

2
2 2 2 2 2 2 2

1 2
1 ( M , , ) ( ) ( , ),
4 4 qq

s ms m m s m V U s r
s s

−
+

−  = λ = = − + ≡ κ − p  (6)

где постоянная движения κ2 (квадрат относительного импульса частицы) даётся выражением (2) 
и введена потенциальная функция 

 

2
2 2( , ) 2 ( ) ( ) .

4 qq qq
s mU s r m V r V r

s
−

+
−  = + 

Волновое уравнение для системы двух частиц следует из (6) согласно фундаментальному 
принципу соответствия путём замены физических величин операторами, действующими на 
волновую функцию ψ(r), 

 
2 2 2( ) ( , ) ( ) ( ),i U s r − ∇ + ψ = κ ψ  r r



 (7)

или для собственных значений квадрата массы 

 
 

2 22 2 2
2

4( ) ( ) M ( ), ( ) .qq
sm V i

s m
+

−

 + + ψ = ψ = − ∇   −
r r



π π  (8)

Постоянные κ2 и M (интегралы движения) связаны соотношением для энергии двух свободных 
частиц 

 
2 2 2 2

1 2= .m mΜ κ + + κ +

Уравнения (7) и (8) эквивалентны друг другу. Они не решаются известными методами, поэ-
тому в развиваемой модели используется квазиклассический подход, в котором решается соот-
ветствующее квазиклассическое уравнение; в сферических координатах для (7) оно имеет вид

 

2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
1 1( , ) ( ) ( ), .

sin
c cU s r

r r r
∂ ∂ ∂ −∆ + Ψ = κ Ψ ∆ = + +  ∂ ∂θ θ ∂ϕ

r r
 

(9)
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Процедура вывода такого уравнения приведена в [18; 19] и сводится к замене оператора Лапласа 
2∆ = ∇


 в (7) и (8) каноническим оператором Δc без первых производных, действующим на функ-
цию состояния ( ) det ( ),gµνΨ = ψr r  где det gμν = r2sinθ; gμν – метрический тензор. 

В физике адронов популярным является корнельский потенциал цветового взаимодействия 
кварков S( ) 4 / 3( / )V r r r= − α + σ  [6], в котором αS и σ являются параметрами. Этот потенциал не 
описывает асимптотически свободные состояния цветных кварков, поскольку величина сильной 
связи αS является параметром. Однако в КХД αS является функцией αS(Q) с асимптотикой 
αS(Q) → 0 при Q → ∞ (или функцией αS(r) → 0 при r → 0). Модификация корнельского потенциала 
выполнена в [10; 11], где показано, что величина сильной связи является координатно-зависимой: 

 
S S 2 2 2 2

0

( ) 4 1( ) , ( ) ( ), ( ) ,
3 ln[(1 4 ) / ]

qq
g

a rV r r a r r r
r b m r r

= − + σ = α α =
+ Λ

 (10)

где b0 = (33 − 2nf) / 12π; nf − число ароматов кварков; mg − масса глюона при r → ∞; Λ − масштаб-
ный параметр в КХД. Потенциал (10) используется в настоящей работе как лоренц-скаляр. 

Уравнение (9) не решается аналитически известными методами для потенциала (10), поэтому 
можно попытаться найти физически мотивированную аппроксимацию решения и спектра раз-
витым в [18; 19] методом. Переменные в (9) разделяются, что даёт радиальное 

  
22 2 2

2 2
( ) ( ) 0

4
ld s m a r Ms m r R r

s rdr r
−

+

  −  + − − + σ − =   
     

 (11)

и угловое уравнения. В используемом здесь асимптотическом подходе все полученные после раз-
деления переменных уравнения решаются одним и тем же квазиклассическим методом [18; 19]. 
Решение углового уравнения этим методом даёт для собственных значений квадрата углового мо-
мента Ml

2 = (l + 1/2)2ħ2 [18; 19], что отличается от известного выражения L2 = l(l + 1)ħ2 в квантовой 
механике; это отличие является ключевым в проблеме точности квазиклассического метода. 

Для решения уравнения (11) используется асимптотический метод. Сначала находятся ана-
литические решения для двух предельных случаев – асимптотик потенциала (10), т. е. кулонов-
ской (при r → 0) и линейной (при r → ∞) частей в отдельности. Наиболее общие выражения для 
асимптотического решения и условия квантования могут быть записаны в комплексной плоско-
сти. Для кулоновской асимптотики задачи (11) условие квантования имеет вид

 

22 2

2
( ) 1( ) 2 ,    0, 1 ,  2,

4 2
ls m a r MI s s m dr k k

s r r
−

+
 −    = − − − = π + = …    

     
∫  (12)

Интеграл (12) имеет две особые точки – в нуле и на бесконечности. Он «берётся» с помощью те-
ории вычетов, метода стереографической проекции и свойства асимптотической свободы вели-
чины сильной связи αS(r) → 0 при r → 0 [8–11; 18; 19]; это даёт для фазового интеграла (12) 

 
2 2 1/2( ) 2 { [( ) / 4 ( )] }.lI s M i m s m s s m∞ + − += π − − α − −  (13)

Равенства (12) и (13) приводят к квадратному уравнению для s = M2, решение которого даёт 

 
( )2

2 2 2* 2 2 * 2
N N N N N N NM 4[Re{ } Im{ }] ( ) ,i w w= ε ± ε ≡ ε ± ε ≡ ±  (14)

 
( ) ( )2 2 2 2

N N N N N
1 1Re{ } Re{ } ,
2 2

w i= ε + ε + ξ ε − ε  (15)

где 2 2 2
N N N(1 ) ;m v im m v−ε = − ±

 

 m• = 1/2m+; vN = 1/2a∞/N; N = (k + 1/2) + |l + 1/2| – главное квантовое 
число; 2

Nsign(Im{ })ξ = ε  – знак мнимой части 2
N ;ε  a∞ = (4/3)αS(r → ∞) = 2 / [3b0ln(2mg / Λ)]. Вы-

ражения (14) и (15) определяют вещественную и мнимую части для собственных значений мас-
сы связанного состояния: 

( ) ( )* 2 2 * 2 2
N N N N N N N N N NRe{M } 2 Re{ } , Im{M } 2 Re{ } .w w w w= + ≡ ε + ε = − ≡ ξ ε − ε  
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Вещественная часть комплексного выражения (14) есть и первая асимптотика квадрата массы 
связанного состояния, отвечающая вкладу члена кулоновского типа в потенциале (10). 

Уравнение (11) на собственные значения для дальнодействующей части потенциала (10) при 
r → ∞ с учётом слабой связи (кулоновского вклада) имеет четыре точки поворота, поэтому усло-
вие квантования есть [10; 11; 18; 19] 

 

22 2

2
( ) 14 ,   0, 1 , 2,

4 2
ls m a r Ms m r dr k k

s r r
−

+
 −    − − + σ − = π + = …    

     
∫  (16)

Интеграл (16) «берётся» аналогично предыдущему, что приводит к кубическому уравнению для 
инварианта s = M2: 3 2

1 2 3 0;s a s a s a+ + + =  2
1 16 ;a a m∞ −= σ −  2 2 2 2

2 64 ( ) 16 ;a a N a m∞ ∞ −= σ − − σ  
2

3 (8 ) ;a a m∞ −= − σ  ( 1 / 2).N N k= + +  Физическое решение этого уравнения (в общем случае ком-
лексное) даётся первым корнем, т. е. 2

N N,1M Re{ }.s=  
Таким образом, имеем два асимптотических выражения для квадрата массы резонансов – 

(14) и 2
N N,1M Re{ }s=  из решения кубического уравнения. Массовая формула для мезонов выво-

дится с помощью процедуры интерполяции Паде для этих двух асимптотик [18; 19], которая  
в итоге сводится к их простой сумме: 

 
2 2 2 2 2
N 1 2 N 1 2 N N,1 N

1( ) (1 ) 2 ( ) Re{ }, .
2 N

m m v i m m v s v ∞α
Μ = + − ± − + =  (17)

Асимптотическая интерполяционная массовая формула (17) является комплексным выражени-
ем. Как и потенциал (10) это есть анзац; она представлена суммой вкладов двух предельных 
асимптотических выражений: кулоновского вклада при малых r и линейного на больших рассто-
яниях. Эта формула пригодна для расчёта масс Qq-мезонов, лёгких и тяжёлых кваркониев, глю-
болов и соответствующих траекторий Редже. В данной работе она используется для расчёта масс 
мезонов и резонансов семейств ρ и D±* траекторий Редже. 

Результаты расчётов по нашей модели, сравнение с результатами вычислений по модели [17] из 
решения двухчастичных уравнений Дирака и данными экспериментов [20] приведены в табл. 1 и 2. 

Т а б л и ц а 1. Массы резонансов траектории Редже семейства ρ-мезона
T a b l e 1. Masses of the resonances of the Regge trajectories of the ρ-meson family

Состояние (nr + 1)2S+1LJz 
State (nr + 1)2S+1LJz

mтеор, МэВ/с2

формула (17)
mtheor, MeV/s2

formula (17)

mтеор, МэВ/с2

работа [17]
mtheor, MeV/s2

reference [17]

mэксп, МэВ/с2

эксперимент
mexp,  MeV/s2

experiment

Параметр
Parameter

13S1 ρ(770) 775,5 792,1 775,3 ± 0,3 α∞/2 = 1,560
σ/2 = 139,2 ± 0,1 МэВ2

mu = 198,9 ± 0,7 МэВ
md = 300,1 ± 0,6 МэВ

Λ = 503,2 МэВ
mg = 416 МэВ
< ε > ≈ 0,58%

13P2 a2(1320) 1313,1 1310,0 1318,3 ± 0,6
13D3 ρ3(1690) 1689,1 1710,2 1688,8 ± 2,1
13F4 a4(2040) 1992,8 2033,1 1996,3 ± 10
13G5 a5(2040) 2255,0 2307,3 −
23S1 ρ(1700) 1680,3 1775,4 1720,0 ± 20
33S1 ρ(1450) 2249,8 2333,7 −

Т а б л и ц а 2. Массы резонансов траектории Редже семейства D±*-мезонов
T a b l e 2. Masses of the resonances of the Regge trajectories of the D±*-meson family

Состояние (nr + 1)2S+1LJz
State (nr + 1)2S+1LJz

mтеор, МэВ/с2

формула (17)
mtheor, MeV/s2

formula (17)

mтеор, МэВ/с2

работа [17]
mtheor, MeV/s2

reference [17]

mэксп, МэВ/с2

эксперимент
mexp,  MeV/s2

experiment

Параметр
Parameter

13S1 D*(2010) 2010,3 2005,3 2010,3 ± 0,1 α∞/2 = 1,3891
σ/2 = 248,9 ± 0,8 МэВ2

md = 300,1 ± 0,6 МэВ
mc = 1244,2 ± 0,7 МэВ

Λ = 473,1 МэВ
mg = 416 МэВ
< ε > ≈ 0,001%

13P2 D*2(2460) 2464,4 2382,3 2464,3 ± 1,6
13D3 D*(1D) 2848,1 − −
13F4 D*(1F) 3182,3 − −
13G4 D*(1G) 3482,7 − −
23S1 D*(2S) 2814,6 − −
33S1 D*(3S) 3460,2 − −
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Наилучшее согласие с данными [20] достигается для приведенных значений параметров. 
Здесь даются половинные значения α∞/2 и σ/2 параметров потенциала, которые обычно приво-
дятся в модельных расчётах адронных процессов рассеяния. Согласие расчётов с данными до-
статочно хорошее, средняя относительная ошибка менее одного процента, хотя спиновые по-
правки здесь не учитывались. Точность описания различна для разных состояний и отличается  
с расчётами по модели [17]. Отметим, что масса глюона mg = 416 МэВ фиксирована из расчётов 
для глюболов [8–11], масса d-кварка md ≈ 300 МэВ, входящего в состав рассматриваемых Qq-со-
стояний, в пределах ошибок оказалась приблизительно одинаковой при фитировании данных. 
Хорошее согласие рассчитанных физических характеристик с экспериментальными данными 
является главным аргументом в пользу предложенного в работе уравнения и метода его исследо-
вания. 
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