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Пусть M – вещественная квадратичная матрица порядка n и пусть 1 2( ) = { , , ..., }nMσ λ λ λ  – 
множество ее собственных значений или спектр матрицы M. Очевидно, что если матрица M не 
является симметрической, то ее собственные значения, вообще говоря, могут быть комплексны-
ми числами. Мы будем предполагать, что имеет место следующее упорядочение модулей соб-
ственных значений: 1 2 ... .nλ ≥ λ ≥ ≥ λ  Спектральный радиус ( )Mρ  матрицы M определяется как 
наибольший модуль ее собственных значений, т. е. при нашем упорядочении 1( ) = .Mρ λ  Мат-
рица (или вектор) M называется неотрицательной (неотрицательным), если неотрицательны 
все ее (его) компоненты. При этом используется обозначение: 0.M ≥  

Если матрица M является неотрицательной, то из теории Перрона–Фробениуса [1] следует, 
что спектральный радиус ( )Mρ  является собственным значением матрицы M и, кроме того, су-
ществует неотрицательный собственный вектор 0,b ≥  соответствующий собственному значе-
нию ( ),Mρ  т. е. справедливо равенство ( ) .Mb M b= ρ  Пусть далее ( ) = det( )M nI Mχ λ λ −  является 
характеристическим многочленом матрицы M.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть M – вещественная квадратичная матрица порядка n, имеющая 
следующую блочную структуру:
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где диагональные блоки iiM  являются квадратичными матрицами порядков in  для любого 
{1, 2, , }i t∈   и 1= .tn n n+ +  Для любых {1, 2,, , }i j t∈   пусть ijb  обозначает среднюю сумму 

строк матрицы ,ijM  т. е. ijb  равно сумме всех компонент в блочной матрице ijM , деленной на 
число ее строк. Тогда квадратичная матрица ( ) = ( )ij t tB M b ×  порядка t называется матрицей 
частных матрицы M.
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Если дополнительно для каждой пары ,i j блочная матрица ijM  имеет постоянную сумму 
компонент строк, тогда матрица ( )B M  называется равномерной матрицей частных матрицы M.

Недавно в [2] была доказана следующая теорема.
Т е о р е м а 1 [2]. Пусть ( )ij n nM m ×=  является симметрической матрицей, которая имеет 

блочную структуру (1), = ( )B B M  является ее матрицей частных и 1 2 mµ ≥ µ ≥ ≥ µ  все соб ствен-
ные значения матрицы B. Тогда 1 2, , , mµ µ µ  являются собственными значениями матрицы M 
тогда и только тогда, когда матрица B является равномерной матрицей частных матрицы M.

Кроме того, анализируя значения спектральных радиусов матрицы смежности, матрицы 
Лапласа, беззнаковой матрицы Лапласа, матрицы расстояний, матрицы Лапласа расстояний  
и беззнаковой матрицы Лапласа расстояний полного многодольного графа, в той же статье [2] 
была выдвинута следующая гипотеза.

Г и п о т е з а. Пусть M является неотрицательной матрицей, и ( )B M  является равномерной 
матрицей частных M. Тогда наибольшее собственное значение матрицы ( )B M  совпадает с наи-
большим собственным значением матрицы M.

Далее мы устанавливаем справедливость вышеуказанной гипотезы, что обобщает хорошо 
известное утверждение для матриц смежности неориентированных графов [3].

Т е о р е м а 2. Пусть M является неотрицательной матрицей, а ( )B M  – равномерной матрицей 
частных матрицы M. Тогда спектральный радиус матрицы ( )B M  равен спектральному радиусу 
матрицы M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Далее для краткости обозначим через = ( ).B B M  По определению 
равномерной матрицы частных B для любых , ,i j  таких что 1 ,i j t≤ ≤  сумма всех компонент i-й стро-
ки матрицы ijM  равна .ijb  Это означает, что для любого k, такого что 1 1 1<i in n k n n−+ + ≤ + +   
справедливо следующее равенство:

 , 1 ,1 1 1 = .k n n k n n ijj jm m b+ + + + +− + +
 



Пусть n tP ×  является характеристической матрицей размера n t×  разбиения строк (и столбцов) 
матрицы M со столбцами, образованными характеристическими векторами блоков матрицы M. 
Другими словами, на ij-м месте матрицы P находится 1 или 0 в зависимости от того, содержится 
ли i-я строка матрицы M в блоках 1, ,j jtM M  или нет. Поэтому в силу структуры (1) матрицы M 
матрица P имеет следующий вид:
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Заметим, что столбцы матрицы P являются попарно ортогональными и, следовательно, они 
линейно независимы. 

Кроме того, покажем, что справедливо следующее равенство:

 = .MP PB
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В самом деле, найдем элемент на kl-м месте произведения матриц MP для любых k, l, таких что 
1 ,1 .k n l t≤ ≤ ≤ ≤  Пусть 1 1 1< ,i in n k n n−+ + ≤ + +   тогда по определению равномерной матрицы 
частных B
 , 1 ,1 1 1( ) = = .kl k n n k n n ill lMP m m b+ + + + +− + +

 



С правой стороны, по определению характеристической матрицы P на kl-м месте произведения 
матриц PB находится элемент ( ) = .k l ilPB b

Пусть теперь θ является максимальным собственным значением матрицы B, которая также 
является неотрицательной, поскольку ее компонентами являются суммы неотрицательных ком-
понент матрицы 0.M ≥  Тогда по теории Перрона–Фробениуса существует неотрицательный соб-
ственный вектор 0,x ≥  такой что
 = .Bx xθ

Следовательно, имеем цепочку равенств
 ( ) = ( ) = ( ) = ( ),M Px P Bx P x Pxθ θ
где 0,Px ≠  так как столбцы матрицы P линейно независимы. Следовательно, θ является собствен-
ным значением матрицы M и, в частности, ( ) ( ).B Mθ = ρ ≤ ρ

Пусть теперь = ( ) 0Mθ ρ ≥  является спектральным радиусом матрицы M. Поскольку 
( ) = ( ),M TM

χ λ χ λ  где M T – транспонированная с M матрица, то 0θ ≥  является спектральным ра-
диусом транспонированной матрицы 0.TM ≥  Это означает, что существует неотрицательный 
собственный вектор 0,y ≥  такой что
 = .TM y yθ

Тогда имеем
 = ,T Ty M yθ
откуда следует, что 
 ( ) = ( ) = ( ),T T Ty P B y M P y Pθ
где вектор 0Ty P ≠  в силу строения матрицы P и того, что 0.y ≥  Положим = ,T Tz y P  тогда по-
следнее равенство можно записать в следующем виде:

 = = ( ) = ( ) .T T T T T T Tz z B z B B zθ
Из которого получаем равенство

= ,TB z zθ
что означает, что θ является собственным значением матри-
цы BT. Но в силу равенства ( ) = ( ),B TB

χ λ χ λ  имеем, что θ яв-
ляется собственным значением матрицы B и, в частности, 

( ) ( ).M Bθ = ρ ≤ ρ  Следовательно, окончательно мы имеем ра-
венство ( ) = ( ).B Mρ ρ

Теорема 2 доказана. 
Отметим, что для матрицы с отрицательными компо-

нентами утверждение теоремы 2, вообще говоря, неверно. 
Рас смотрим пример из [4]. Матрица Лапласа = ( ),L L G  соот-
ветствующая графу на рисунке, имеет вид

 

2 0 0 0 1 0 0 1
0 2 0 0 1 1 0 0
0 0 2 0 0 1 1 0
0 0 0 2 0 0 1 1

( ) = .
1 1 0 0 5 1 1 1
0 1 1 0 1 5 1 1
0 0 1 1 1 1 5 1
1 0 0 1 1 1 1 5

L G

− − 
 − − 
 − −
 

− − 
 − − − − −
 

− − − − − 
 − − − − −  − − − − − 

Граф G, чья матрица Лапласа имеет 
равномерное разбиение вершин 

1 2( ) = ,V G V V  где 1 = {1; 3; 5; 7}V   
и 2 = {2; 4; 6; 8}V

The graph G, whose Laplace matrix has an 
equal partition of vertices 1 2( ) = ,V G V V  
where 1 = {1; 3; 5; 7}V  and 2 = {2; 4; 6; 8}V
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Можно непосредственно проверить, что спектр этой матрицы равен

 ( ) = {0; 4 6; 4 6; 2; 4; 6; 4 6; 4 6}Lσ − − + +

и, значит, ( ( )) = 4 6.L Gρ +
С другой стороны, равномерная матрица частных, соответствующая равномерному разбие-

нию π множества вершин ( )V G  на доли 1 = {1; 3; 5; 7},V  2 = {2; 4; 6; 8},V  имеет вид

 
2 2

= .
2 2

Lπ
− 

 − 
Нетрудно проверить, что спектр этой равномерной матрицы частных равен ( ) = {0; 4}Lπσ   

и, значит, спектральный радиус ( ) = 4,Lπρ  который меньше ( ( )).L Gρ
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