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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ УРАВНЕНИЯ КЛЕЙНА–
ГОРДОНА–ФОКА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Аннотация. Для одномерного уравнения Клейна–Гордона–Фока рассматривается смешанная задача с двумя 
нелокальными условиями в полуполосе. Решение данной задачи сводится к решению систем интегральных 
уравнений Вольтерры второго рода, для которых справедливы условия существования единственного решения  
в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций при заданной гладкости начальных данных. При 
заданных условиях гладкости на начальные данные доказана необходимость и достаточность выполнения условий 
согласования для существования единственного гладкого решения поставленной задачи. При анализе задачи 
используется метод характеристик, который сводится к разбиению всей области решения на подобласти, в которых 
строятся решения подзадач с помощью начальных и нелокальных условий. Полученные решения потом склеиваются 
в общих точках и данные условия склейки и дают условия согласования.

Названный подход позволяет построить как аналитическое решение, в случае если удается в явном виде найти 
решения систем интегральных уравнений, так и приближенное решение. Причем приближенное решение может 
быть найдено как в численном виде, так и в аналитическом. При этом для поиска численного решения существенными 
оказываются условия согласования, которые необходимо учитывать при построении численных методов решения 
задачи.
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CLASSICAL SOLUTION OF THE MIXED PROBLEM FOR THE KLEIN–GORDON–FOCK EQUATION 
WITH NONLOCAL CONDITIONS

Abstract. The mixed problem for the one-dimensional klein–Gordon–Fock equation with nonlocal conditions in a half-
strip is considered. Solving this problem reduces to solving the systems of the second-type Volterra equations. The theorems 
of existence and uniqueness of a solution in the class of twice continuously differentiable functions were proved for these 
equations, when initial functions are smooth enough. It is proved that fulfillment of the matching conditions for given 
functions is necessary and sufficient for the existence of a unique smooth solution when initial functions are smooth enough. 
The method of characteristics is used for the problem analysis. This method reduces to splitting the original area of the 
definition into subdomains. The solution of the subproblem can be constructed with in each subdomain, the help of the initial 
and nonlocal conditions. The obtained solutions are then glued at common points, and these gluing conditions are the matching 
conditions.

This approach can be used in constructing both an analytical solution, when the solution of the systems of integral 
equations can be found explicitly, and an approximate solution. Moreover, approximate solutions can be constructed 
numerically and analytically. When the numerical solution is constructed, matching conditions are essential and need to be 
considered while developing numerical methods.

Keywords: klein–Gordon–Fock equation, characteristics method, integral conditions, classical solution, mixed problem, 
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Введение. В данном сообщении расматривается смешанная задача для уравнения Клейна–
Гордона–Фока с нелокальными условиями. В [1] рассмотрена задача с аналогичными интеграль-
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ными условиями для уравнения колебания струны. Однако при ее исследовании отсутствуют 
условия согласования, что приводит к нарушению гладкости решения на характеристиках. 

Также стоит отметить, что в отличие от работы [2], в которой авторы рассматривают  
об общенное решение смешанной задачи с нелокальными условиями, в данной работе рассматри-
вается именно классическое решение поставленной задачи. 

Для исследования поставленной задачи применяется метод характеристик, который позво-
лил получить результаты, в том числе и для первой смешанной задачи для уравнения Клейна–
Гордона–Фока [3]. Нелокальные условия в данной работе представляют собой интегральные 
уравнения Вольтерры второго рода. Стоит отметить, что в отличие от случая одного нелокаль-
ного условия [4] при решении поставленной задачи возникают системы интегральных уравне-
ний Вольтерры второго рода, которые, однако, являются разрешимыми.

В результате исследования поставленной задачи получены необходимые и достаточные усло-
вия существования единственного классического решения при заданных условиях гладкости на 
исходные функции.

Постановка задачи. В области (0; )+= ×Q l  задается одномерное уравнение Клейна–
Гордона–Фока 

 
(0) 2 2 2( , ) ( , ) = ( , ),t xLu L u t x u u a u t x u f t x= - λ = ∂ - ∂ - λ  (1)

где λ и f – функции, заданные на множестве 2[0; ) [0; l] .Q = ∞ × ⊂ = ×    
К уравнению (1) присоединяются начальные условия 

 (0, ) = ( ), (0, ) = ( ), [0; ],tu x x u x x x lϕ ∂ ψ ∈  (2)

и нелокальные условия

 

0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 0
0

( , 0) = ( , ) ( , ) ( ),

( , ) = ( , ) ( , ) ( ).

l

l
l l

u x K x s u x s ds q x

u x l K x s u x s ds q x

+

+

∫

∫





 (3)

Область Q изображена на рисунке

Область Q 
Domain Q
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Частное решение неоднородного уравнения. Общее решение уравнения (1) представимо  
в виде 0( , ) ( , ) ( , ),u t x w t x u t x= +  где ( , )u t x  – решение неоднородного уравнения, ( , )w t x  – неко-
торое частное решение неоднородного уравнения, а 0 ( , )u t x  – общее решение однородного урав-
нения.

Рассмотрим неоднородное уравнение

 
2 2 2 ( , ) = ( , ),t xw a w t x w f t x∂ - ∂ - λ  (4)

с однородными начальными условиями

 (0, ) = 0, (0, ) = 0, [0; ].tw x w x x l∂ ∈  (5)

Общее решение уравнения (4) в области ( )kQ  можно записать в виде

 

-
( ) ( ) (1, ) (2, )

2
( 1)

1( , ) ( ) , ( ) ( ),
2 24

+

- +

- + = - λ + + - + + 
 

∫ ∫
x at x at

k k k k

kl k l

z y z yw t x w f dzdy h x at h x at
aa

 (6)

где 
4

( ) ( , )

0
,

=
=


k k j

j
Q Q

 

(1, ) (2, ),k kh h  – произвольные функции из класса 2 ( )( )kC Q  и (0) ( , ) ( ( 1) ) 0, 1, 2.j k jL h x at j+ - = = 

(0) ( , ) ( ( 1) ) 0, 1, 2.j k jL h x at j+ - = =  Решение ( , )w t x  уравнения (4) в области Q определяем следующим образом: 
( ) ( )( , ) ( , ), ( , ) .k kw t x w t x t x Q= ∈

Т е о р е м а 1. Пусть 1 ( )( , ), ( , ) ( ),kt x f t x C Qλ ∈  а функции (1, ) 2 ([ ( 1) ; ( 1) ]),∈ - + - -kh C k l k l  
(2, ) 2 ([ ; ( 2) ]),∈ +kh C kl k l  тогда решение уравнения (6) существует и единственно в классе 
2 ( )( )kC Q  и оно может быть найдено с помощью метода последовательных приближений.

За счет выбора функций (1,0) (2,0), ,h h  частное решение уравнения (6) будет из класса 2 (0)( )C Q  
и будет удовлетворять начальным условиям (5). Далее, из построенного решения в области (0)Q  
можно найти значение решения и его производной на прямой .lt

a
=  Полученные функции дадут 

начальные условия для нахождения решения в области (1) .Q  В силу выбора начальных условий  
и уравнения (4), решение (0,1) ( ) ( )( , ) ( , ), ( , ) , 0,1,i iw t x w t x t x Q i= ∈ =  будет дважды непрерывно диф-

ференцируемым на объединении 
(0) (1) .Q Q


Аналогично строится решение в каждой из подобластей ( ) .kQ  В силу выбора начальных усло-
вий в каждой из подобластей и уравнения (4), построенное частное решение 

( ) ( )( , ) ( , ), ( , )k kw t x w t x t x Q= ∈  неоднородного уравнения (1) будет принадлежать классу 2 ( ).C Q
С учетом вышеприведенных рассуждений, задача (1)–(3) сводится к решению задачи для од-

нородного уравнения 0 0,Lu =  т. е. задачи

 
2 2 2

0 0 0( , ) = 0,t xu a u t x u∂ - ∂ - λ  (7)

 0 0(0, ) = ( ), (0, ) = ( ), [0; ],tu x x u x x x lϕ ∂ ψ ∈  (8)

 
0 0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 0
0

( , 0) = ( , ) ( , ) ( ),

( , ) = ( , ) ( , ) ( ),

l

l
l l

u x K x s u x s ds q x

u x l K x s u x s ds q x

+

+

∫

∫

 (9)

где 0 0 0 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ,  0, .
l

i iq x q x w x K x s w x s ds i l= - - =∫

Общее решение однородного уравнения. Согласно [3], общее решение уравнения (7) в об-
ласти ( ) .kQ  представимо в виде
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 ( ) ( ) ( ) ( )
2

( 1)

1( , ) = ( ) , ( ) ( ),
2 24

x at x at
k k k k

kl k l

z y z yu t x u dzdy p x at g x at
aa

- +

- +

- + - λ + - + + 
 

∫ ∫  (10)

где ( ) ( ),k kp g  – произвольные достаточно гладкие функции.

Л е м м а 1. Пусть функция ( ) 2: ( , ) ( , )kt x Q t xλ ∈ ⊂ → λ ∈  уравнения (7) принадлежит 

классу 1 ( )( ).kC Q  Единственное решение уравнения (10) из класса 2 ( )( ),kC Q  существует тогда  
и только тогда, когда функции ( ) ,kp  ( )kg  принадлежат классу 2C  на области своего задания.

Задача Коши. Рассмотрим условия Коши 

 = /

= /

( , ) | = ( ), [0; ],
( , ) | = ( ), [0; ],

ϕ ∈
∂ ψ ∈

t kl a k

t t kl a k

u t x x x l
u t x x x l

  (11)

где ( 1) ( 1)( ) = , ,  ( ) = , , [0; ].- -   ϕ ψ ∂ ∈   
   

k k
k k t

kl klx u x x u x x l
a a

Из условий (11) можно определить функции ( ) ( )kp z  на отрезке [ ; ( 1) ]- - -kl k l  и ( ) ( )kg y  на от-
резке [ ; ( 1) ]+kl k l

 

22
( ) ( )

2
( 1)

1 1( ) = ( ( ) ( ) ) ( ) , ,
2 2 24

klz kl
k k

k k
k l z

p z z kl z kl C u d d
aa

η-+

+

η - ξ η + ξ ϕ + - Ψ + - - λ ξ η 
 

∫ ∫  (12)

 

( ) ( )
2

( 1) 2

1 1( ) = ( ( ) ( ) ) ( ) , .
2 2 24

y kl
k k

k k
k l kl

g y y kl y kl C u d d
aa

-

+ η-

η - ξ η + ξ ϕ - + Ψ - + - λ ξ η 
 

∫ ∫  (13)

Исходя из формул (12), (13) выпишем представление решения задачи в области ( ,1)kQ  

 

( ) ( )
2

2 2

( ,1)

1 1( , )  ( ) , ( )
2 2 24

1 1( ) ( ( ) ( )),  ( , ) ,
2 2

x at x at
k k

k
x at kl kl

k
k k k

u t x u d d x at kl
aa

x at kl x at kl x at kl t x Q

- +

+ - ξ+

η - ξ η + ξ = - λ η ξ + ϕ - + + 
 

ϕ + - + Ψ + - - Ψ - + ∈

∫ ∫
 (14)

где 1( ) ( ) .
x

k k
l

x s ds
a

Ψ = ψ∫

Л е м м а 2. Пусть функции 2 1([0; ]), ([0, ]),k kC l C lϕ ∈ ψ ∈  1 ( )( ),kC Qλ ∈  тогда решение ( )ku  
уравнения (14) существует и единственно в классе 2 ( ,1)( ).kC Q

Доказательство проводится методом последовательных приближений.
Нелокальные условия. Из первого нелокального условия (9) и представления (10) получим 

уравнение

 

( ) ( ) ( )
2

( 1)

( )
0 0

0

1( ) ( ) ( ) ,
2 24

( , ) ( , ) ( ),  [ ( 1) ; ].

-

- +

- + = - - + λ + 
 

+ ∈ - + -

∫ ∫

∫

z z
k k k

kl k l

l
k

z y z yp z g z u dzdy
aa

K t s u t s ds q t z k l kl
 (15)

Введем обозначение 

 ( ) ( )
00

0
( ) = ( ) , .

l
k k zI z K u s ds

a
  -  
  

∫  (16)

Интегральное представление решения в области ( ,2)kQ  запишется как 
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( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ,2)
00

1( , ) = ( ) ( ) ( ) ,
2 24

( ) ,  ( , ) .

x at x at
k k k k

kl x at

k k

u t x g x at g x at u d d
aa

xI x at q t t x Q
a

- +

- - +

η - ξ η + ξ + - - + - λ η ξ + 
 

 - + - ∈ 
 

∫ ∫
 (17)

Задача со вторым интегральным условием из (9) рассматривается аналогично:

 

2
( ) ( ) ( )

2
( 1)

( )

0

1( ) = (2 ) ( ) ,
2 24

( ) , ,  [( 1) ; ( 2) ].

-

- +

η - ξ η + ξ - - + λ η ξ + 
 

- -   + ∈ + +   
   

∫ ∫

∫

l y y
k k k

kl k l

l
k

l l

g y p l y u d d
aa

y l y lK u s ds q y k l k l
a a

 (18)

Для сокращения записи введем обозначение, аналогичное (16)

 
( ) ( )( ) = ( ) , .y lI z K u s ds 

 
 

∫

Тогда интегральное представление решения в области ( ,3)kQ  запишется в виде

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ,3)
2

2 ( 1)

( , ) = ( ) (2 ) ( )

1 ( ) , ,  ( , ) .
2 24

kk k k
ll

x at x at
k k

l x at k l

x at lu t x p x at p l x at I x at q
a

u d d t x Q
aa

- +

- - +

+ - - - - - + + + - 
 

η - ξ η + ξ λ η ξ ∈ 
 

∫ ∫

 (19)

С помощью выражений (15) и (18) можно построить представление решения задачи в области 
( ,4)kQ  

 

( ) ( ) ( )

( )( )
2

2 ( 1)

( )( )
002

2

( , ) = ( ) (2 )

1 ( ) , ( )
2 24

1 ( ) , ( )
2 24

1
4

k k k

x at x at
kk

ll
l x at k l

x at x at
kk

kl x at

u t x g x at p l x at

x at lu d d I x at q
a aa

xu d d I x at q t
a aa

a

- +

- - +

- +

- - +

-

- - + - - - -

η - ξ η + ξ + -   λ η ξ + + + -   
   

η - ξ η + ξ   λ η ξ + - + - -   
   

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ,4)

( 1)
( ) , ,  ( , ) .

2 2

x at x at
k k

kl k l
u d d t x Q

a

- +

+

η - ξ η + ξ λ η ξ ∈ 
 

∫ ∫

 (20)

Т е о р е м а 2. Если функции 1 ( )( , ) ( ),kt x C Qλ ∈  2 ( )( , ) ( ),k
iK t x C Q∈  = 0, ,i l   

( ) 2 ([ ; ( 1) ]),∈ - - -kp C kl k l  ( ) 2 ([ ; ( 1) ]),∈ +kg C kl k l  2 ( 1)( ) ; , + ∈     
i

kl k lq t C
a a

 то решение систе-

мы (17), (19), (20) существует и единственно в классе 2.C
Доказательство теоремы 2 проводится методом последовательных приближений.
Выведем условия, при которых функция ( )kp  будет непрерывна. Приравнивая выражения из 

(12) и (15) в точке = ,z kl-  получим следующее условие: 

 
0 0

0
(0) , ( ) = 0.

l
k k

kl klq K s s ds
a a

   - ϕ + ϕ   
   

∫  (21)
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Условие согласования на производные функций (12) и (15) в точке =z kl- : 

 
0 0 0

0

1 1 1 1(0) , ( ) ( ) , = 0.     - + ψ - ∂ ϕ + ψ     
     

∫
l

k t k k
kl kl kldq K s s s K s ds

a a a a a a a
 (22)

Из вторых производных функций (12) и (15) получим условие согласования 

 

2 2
02 2

2
0 0 02 2

0

2
2

1 1(0) , 0 (0)

1 2, ( ) , ( ) ,

1( ) ( ) , = 0.

   - ϕ - λ ϕ +   
   

     ∂ ϕ + ∂ ψ + ×     
     

  ϕ + ϕ λ  
  

∫

k k

l
t k t k

k k

kl kld q d
a aa a

kl kl klK s s K s s K s
a a aa a

kld s s s ds
aa

 (23)

Приравняв выражения из (13) и (18) в точке = ( 1) ,y k l+  получим следующее условие: 

 
0

( ) , ( ) = 0.
l

l k l k
kl klq l K s s ds
a a

   - ϕ + ϕ   
   

∫  (24)

Аналогично, вычисляя производные первого порядка функций (13) и (18) и приравнивая их  
в точке = ( 1) ,y k l+  получим условие согласования

 0

1 1 1 1( ) , ( ) ( ) , = 0.
l

l k t l k k l
kl kl kldq l K s s s K s ds

a a a a a a a
     - ψ - ∂ ϕ + ψ     
     

∫  (25)

Вычисляя производные второго порядка функций (13) и (18) и приравнивая их в точке 
= ( 1) ,y k l+  получим условие согласования 

 

2 2
2 2

2
2 2

0

2
2

1 1( ) , ( )

1 2, ( ) , ( ) ,

1( ) ( ) , = 0.

   - ϕ - λ ϕ +   
   

     ∂ ϕ + ∂ ψ + ×     
     

  ϕ + ϕ λ  
  

∫

l k k

l
t l k t l k l

k k

kl kld q d l l l
a aa a

kl kl klK s s K s s K s
a a aa a

kld s s s ds
aa

 (26)

Таким образом, из представленных рассуждений следует следующее утверждение.

Л е м м а 3. Пусть 2 ( 1)( ) ; , + ∈     
j

kl k lq t C
a a

 2( ) ([0; ]),ϕ ∈k x C l  1( ) ([0; ]),ψ ∈k x C l  

1 ( )( , ) ( ),kt x C Qλ ∈  2 ( 1)( ) ; [0; ] . + ∈ ×    
j

kl k lK t C l
a a

 Решение задачи (7)–(9) существует и един-

ственно в классе 2 ( )( )kC Q  тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования (21)–
(26).

Решение задачи в полуполосе. В предыдущем пункте мы решили задачу (7)–(9) в каждой из 
подобластей ( ) .kQ  Выведем теперь условия принадлежности решения ( , )u t x  классу 

2 ( ) ( 1)( ).k kC Q Q -


Л е м м а 4. Пусть ( ) ( , )ku t x  – решение задачи в области ( ) ,kQ  а ( 1)ku -  – в области ( 1) .kQ -  

Функции 1 ( ) ( 1)( , ) ( ).k kt x C Q Q -λ ∈


 Тогда при выполнении в каждой из этих областей условий 
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леммы 3 и определении начальных условий на слое k  через решение на слое 1k -  следующим об-
разом:

 ( 1)( ) = , ,-  ϕ  
 

k
k

klx u x
a

 
( 1)( ) = , , [0; ],-  ψ ∂ ∈ 

 
k

k t
klx u x x l
a

функция 

 ( ) ( )
( , 1)

( 1) ( 1)

( , ), ( , ) ,
( , ) =

( , ), ( , )
-

- -

 ∈

 ∈

k k
k k

k k

u t x t x Q
u t x

u t x t x Q ,

будет дважды непрерывно дифференцируемой на множестве ( ) ( 1) .k kQ Q -


 
Л е м м а 5. Условия согласования на слое k  выполняются тогда и только тогда, когда выпол-

няются условия согласования на слое 1.k -  

Т е о р е м а 3. Пусть 1( ),C Qλ ∈  2
0 ([0; )),q C∈ + ∞  2 ([0; )),lq C∈ + ∞  2 ([0; ]),ϕ∈C l  1([0; ]),ψ ∈C l  

2( ) ([0; ) [0; ]),  {0, }.∈ + ∞ × ∈jK t C l j l  Решение задачи (7)–(9), которое задается формулами (14), 
(17), (19), (20), существует и единственно в классе 2 ( )C Q  тогда и только тогда, когда выполня-
ются условия согласования (21)–(26) при = 0,k  т. е.

 

0 0
0 0

0 0 0
0

0

2 2
02 2

(0) (0) (0, ) ( ) = 0,  (0) ( ) (0, ) ( ) = 0,

1 1 1 1(0) (0) (0, ) ( ) ( ) (0, ) = 0,

1 1 1 1(0) ( ) (0, ) ( ) ( ) (0, ) = 0,

1 1(0) (0) (0, 0) (0)

l l
l l

l
t

l
l t l l

q K s s ds q l K s s ds

dq K s s s K s ds
a a a a

dq l K s s s K s ds
a a a a

d q d
a a

- ϕ + ϕ - ϕ + ϕ

- + ψ - ∂ ϕ + ψ

- ψ - ∂ ϕ + ψ

- ϕ - λ ϕ +

∫ ∫

∫

∫

2
0 02 2

0

2
0 2

0

2 2 2
2 2 2 2

0

2
2

0

1 2(0, ) ( ) (0, ) ( )

1(0, ) ( ) ( ) (0, ) = 0,

1 1 1 2(0) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) ( )

1(0, ) ( ) ( ) (0, ) = 0.

l
t t

l

l
l t l t l

l
l

K s s K s s ds
a a

K s d s s s ds
a

d q d l l l K s s K s s ds
a a a a

K s d s s s ds
a

∂ ϕ + ∂ ψ +

 ϕ + ϕ λ 
 

- ϕ - λ ϕ + ∂ ϕ + ∂ ψ +

 ϕ + ϕ λ 
 

∫

∫

∫

∫

Заключение. В данном сообщении рассмотрена смешанная задача для уравнения Клейна–
Гордона–Фока. Получены необходимые и достаточные условия согласования, при которых су-
ществует единственное классическое решение поставленной задачи при заданных условиях 
гладкости на известные функции. Непрерывная зависимость решения от начальных данных сле-
дует из представления решения в виде интегрального уравнения Вольтерры второго рода.
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