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Введение. В  настоящее время наблюдается оживление интереса к  концепции взаимности 
М.������������������������������������������������������������������������������������������ �����������������������������������������������������������������������������������������Борна [1; 2] применительно к проблемам космологии [3; 4], причем особое внимание уделяет-
ся поискам подходящей (адекватной) симметрийной базы новых моделей [5]. 

Как показано в [6; 7], группой симметрии взаимно инвариантного интервала Борна, объеди-
няющего координатное и импульсное пространства, является изоморфная группе SU(3.1) ком-
плексная группа Лоренца с  инвариантной вещественной билинейной формой, рассмотренная 
в свое время А. Барутом [8] (в дальнейшем для краткости – группа Барута – Barut Group – BG).

Эта группа (BG) определена как группа преобразований 

	 z′ = Lz,

действующих в пространстве комплексных 4-векторов 

	 ,z x iy= +
где x и y – вещественные 4-векторы относительно преобразований группы SO(3.1). Комплексные 
4 × 4-матрицы L, удовлетворяют условию

	 ,+LηL = η

где diag{1,1,1, 1},mνη = η = -  знак «+» означает эрмитово сопряжение. 
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Группа Барута – 16-параметрическая группа, локально изоморфная U(3.1), обладающая ха-
рактерной подгрупповой структурой – две подгруппы, каждая из которых изоморфна SO(3.1) 
и подгруппа изоморфная (3) (1).SU U⊗  Метрическим инвариантом �������������������������BG����������������������� является следующая ве-
щественная билинейная форма

	 0 0 1 1 2 2 3 3 0 0( ) inv,zz z z z z z z z z z z∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗- = + + - = 	 (1)

что собственно и определяет изоморфизм GB и U(3.1). Знак «*» в (1) означает обычное комплекс-
ное сопряжение.

Как известно, эффективность применения теории групп в  физике во многом определяется 
выбором параметризации операторов групповых преобразований. Введенная Ф. И. Федоровым 
векторная параметризация преобразований четырехмерной псевдоортогональной группы SO(3.1), 
изоморфной группе Лоренца, оказалась весьма эффективной в различных физических приложе-
ниях [9]. Как показано в [10] ее возможности значительно расширяются заданием преобразова-
ний ортогональных и псевдортогональных групп в пространствах, определенных над двойными 
и дуальными числами. В настоящей работе показано, что векторная параметризация Ф. И. Федо
рова может быть применена к случаю группы Барута.

Теоретическая часть. Определим группу Барута как группу преобразований, действующих 
в пространстве комплексных четырехмерных векторов z, оставляющих инвариантными били-
нейную вещественную форму (1). Мы будем представлять эти векторы в виде четырехмерных 
вектор-столбца (z) и вектор-строки ( z ) (тильда (~) – знак транспозиции) соответственно. Кроме 
того, учитывая наличие знака «–» перед четвертым слагаемым в выражении (1), четвертую ком-
поненту векторов будем выделять символом «j», который является в системе двойных чисел ана-
логом мнимой единицы «i» в системе чисел комплексных. Операцию сопряжения в  системе 
двойных чисел условимся обозначать символом «◦», при этом ( ,j j= -  2 1,j =  в отличие от ,i i∗ = -  
2 1i = -  для комплексных чисел). Очевидно, что операции «*» и «◦» независимы и перестановоч-

ны. Теперь вектор-столбец (z) и вектор-строка ( z ), а также сопряженный ему ( †z ) выглядят сле-
дующим образом:

	
†

0 0
0

, ( , ); ( , ).
z

z z z jz z z jz
jz

∗ ∗ 
= = = - 
 

 	 (2)

Соответственно, инвариантная форма (1) представится в следующем виде:

	
†

0
0

( , ) inv.
z

z z z jz
jz

∗ ∗  
= - = 

 
 	 (3)

Очевидно, что 4 × 4-матрица U преобразования вида

	 ,z Uz′ =

действующая на 4-векторы (z), определенные формулой (2), может быть представлена в следую-
щем блочном виде:

	
44

,
u jk

U
jm U

 
=  - 

	 (4)

где u – 3 × 3-комплексная матрица; k  и m  – комплексные вектор-столбец и вектор-строка соот-
ветственно; U44 – комплексное число. При таком выборе векторы вида (2) будут преобразовы-
ваться матрицами (4) в векторы той же структуры. 

Выполнение требования (1), (3) налагает на матрицы U обобщенное условие унитарности, т. е.

	 † ,UU I=  	 (5) 

где знак «†« означает два сопряжения и транспонирование. 
Нетрудно убедиться, что в предложенном формализме для BG существует простой способ 

выделения подгрупп, локально изоморфных соответственно группе Лоренца и группе SU(3).
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В множестве матриц U, которые очевидно образуют группу, выделим важную подгруппу, 
изоморфную группе Лоренца.

У т в е р ж д е н и е. Преобразования в форме матрицы Лоренца ��������������������������L������������������������� в векторной параметриза-
ции Ф. И. Федорова [9]

	

 

   

22 2

(1 )(1 ) (1 )(1 )
( , ) ( ) ( ) ,

11 1

q q q q
L q q q q

qq q

∗ ∗
∗∗ + - + -

+ - ∗

+ + + +
= e e = =

++ +
	

(6)

в которых комплексные векторы ,q a ib= +  q a ib∗ = -  заменены на векторы ,q a jib= +  q a jib∗ = -  
являются преобразованиями подгруппы группы SU(3.1). 

Такая замена вектор-параметров в (6) обеспечивает свойство псевдоунитарности матрицы 
при сохранении ее ортогональности. 

Преобразование (6) следующим образом представляется в виде 4 × 4-матрицы, зависящей от 
q  и *q  [9],

	

2 * * * * *
*

22 * *

1 ( ) [ ]1( , ) ,
1 ( ) [ ] 1

q q q q q q q q q qq
L q q

q q q qq q

× - + + + ⋅ + ⋅ - -
 =  +  - - - + 

 	 (7)

приведенной в блочной форме, где точка между векторами обозначает матрицу-диаду, а косой 
крест над вектором – матрицу, дуальную данному трехмерному вектору ( ) .ik ijk jq q× = e

  Заметим, 
что для определения матрицы (7) достаточно любого из двух введенных нами сопряжений.

Непосредственной проверкой легко убедиться, что по-прежнему сохраняется закон компози-
ции вектор-параметров, т. е. при

	 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ; , )L q q L q q L q q L q q q q∗ ∗ ∗ ∗ ∗′′ ′′ ′ ′ ′ ′= = 〈 〉 〉 	 (8)

имеет место

	

[ ] [ ]
, , , .

1 ( ) 1 ( )

q q qq q q q q
q q q q q q

q q q q

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗

′ ′ ′ ′+ + + +
′′ ′ ′′ ′= 〈 〉 = = 〈 〉 =

′- ′-
	 (9)

Все групповые свойства закона композиции (9) такие же как и для комплексных вектор-пара-
метров [9]. Важно отметить, что при композиции (9) структура вектор-параметров не нарушает-
ся в том смысле, что при композиции не возникают «чисто» мнимые в смысле комплексных чи-
сел и в смысле двойных чисел векторы.

Отметим некоторые свойства матриц L (6), (7), следующие из формул (8), (9)

	 (0, 0) ( , ) ( , ) ( , ; , ) .L L q q L q q L q q q q I∗ ∗ ∗ ∗= - - = 〈- 〉 〈- 〉 =

Здесь I – единичная 4 × 4-матрица. Из (6) следует

	
†( , ) ( , ) ( , ),L q q L q q L q q∗ ∗ ∗- - = =  	 (10)

и с учетом того, что после двух сопряжений векторы не меняются, получим в частности (5)

	
† ( , ) ( , ) .L q q L q q I∗ ∗ =

Теперь докажем, что общую матрицу U всегда можно представить в виде произведения 

	 3 ,U U L=  	 (11)

где 

	

3
3

44

0 ,
0

uU
u

 
=   
 

	 (12)

а 3 iAu e=  – 3 × 3-комплексная унитарная матрица 3 3 1,u u+ =  A – эрмитова 3 × 3-матрица, u44 – 
комплексное число ie a единичного модуля. Очевидно, для (12) справедливо условие унитарности 
(псевдоунитарности) и матрицы типа (12) образуют группу, изоморфную U(3),
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	 3† 3 3 3 1.U U U U+= =

Теперь покажем, что множество матриц (11) образуют группу SU(3.1).
1. Матрица вида (11) псевдоунитарна. Действительно,

	 † † 3†U L U=

и поэтому в силу условий (10), (12) выполняется (5).
2. Произведение матриц типа (11) дает матрицу того же типа. 

	 3 3 3 3 3 3 3 3 .U L U L U L U U U L U L U L+′′ ′ ′ ′′′′ ′ ′ ′′= = = 	 (13)

Здесь учтено, что фиксированная матрица 3U  определяет автоморфизм 3 3 UU L U L+ ′ =   
и 3 3 3 ,U U U′ ′′=  .UL L L′′ =

Закон композиции (13) свидетельствует о том, что группа SU(3.1) есть полупрямое произведе-
ние групп U(3) и L. 

В предположении возможности представления матрицы (3.1)U SU∈  в виде произведения (11) 
можно определить параметры преобразований. Действительно, из свойств матриц U, L, U3 следу-
ют соотношения:

	
3 3 3 3 3 3 3, ,UU U LLU U U U U U U L U U L L U UL L L∗ + ∗ ∗ + + += = = = = =      

которые и обеспечивают выражение параметров ,q  A, a через элементы исходной матрицы. 
Ассоциативность произведения матриц (11) следует из ассоциативности произведения матриц.
Заключение. Выше показано, что 4 × 4-матрица произвольного преобразования группы 

SU(3.1) всегда может быть представлена в виде произведения унитарной 4������������������� ������������������×����������������� ����������������4-матрицы, имею-
щей блочно диагональную форму, одним из блоков которой является матрица преобразования 
U(3), а вторым блоком – комплексное число единичного модуля на матрицу Лоренца в векторной 
параметризации Ф.������������������������������������������������������������������������� ������������������������������������������������������������������������И. Федорова с вектор-параметрами, в которых «чисто» мнимые части в смыс-
ле комплексных чисел заменены на чисто мнимые одновременно являющиеся «чисто» мнимыми 
в смысле комплексных и двойных чисел.
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