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Аннотация. Изучается вопрос о разрешимости аналога задачи Коши для обыкновенных дифференциальных 
уравнений с дробными производными Римана–Лиувилля с нелинейным ограничением на правую часть в опреде-
ленных пространствах функций. Приводятся условия разрешимости рассматриваемой задачи в данных функцио-
нальных пространствах, а также условия существования единственного решения. При исследовании используются 
метод сведения задачи к уравнению Вольтерра второго рода, принцип Шаудера неподвижной точки в банаховом 
пространстве и принцип Банаха–Каччиопполи неподвижной точки в полном метрическом пространстве. 
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Abstract. In this article we study the solvability of the analogue of the Cauchy problem for ordinary differential equations 
with Riemann–Liouville’s fractional derivatives with a nonlinear restriction on the right-hand side of functions in certain spaces. 
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Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 ( ) ( ( )) (0 )D x t f t x t t Tα = , ≤ ≤  (1)

с дробной производной Римана–Лиувилля Dα  порядка ,α  0 1.< α <  Напомним, что дробная 
производная Римана–Лиувилля определяется равенством 
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0

1 ( )( )
(1 ) ( )

td x s dsD x t
dt t s

α
α

 = . Γ − α − 
∫  (2)

Относительно нелинейности ( )f s u,  будем предполагать, что она непрерывна по совокупности 
переменных на множестве (0 ] ( ).T, × −∞, ∞  

Как и в случае задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, произво-
дная Римана–Лиувилля ( )D x tα  исходную функцию ( )x t  определяет неоднозначно. В самом 
деле, равенство ( ) 0D x tα =  эквивалентно равенству 

 
0

1 ( ) 0
(1 ) ( )

td x s ds
dt t s α

  = , Γ − α − 
∫

откуда 

 
0

1 ( ) ( )
(1 ) ( )

t x s ds R
t s α = ξ ξ∈ .

Γ −α −
∫

В свою очередь, из последнего равенства вытекает, что функция ( )x t  определяется равен-
ством 
 1( )x t t α−= ξ .

Из этих рассуждений, известного определения интеграла дробного порядка Римана–Лиу вилля 

 1
0

1 ( )( )
( ) ( )

t x s dsI x t
t s

α
−α= ,

Γ α −
∫

а также формулы композиции дробного интеграла и производной [1, c. 24] следует, что при оты-
скании решений дифференциального уравнения (1) естественно искать решения уравнения (1), 
удовлетворяющие дополнительному условию 

 1
0

lim ( )
t

t x t−α

→
= ξ.  (3)

Отметим также, что задача Коши (1)–(3) может быть записана в эквивалентной форме (см., 
напр., [1, с. 28]): 

 
1

( ) ( ( ))

(0 )

D x t f t x t

D x

α

α−

 = , ,


+ = ξ.

Здесь 1 1 1
0

(0 ) (0 ) lim ( )
t

D x I x I x tα− −α −α

→ +
+ ≡ + = .

Отыскание таких решений сводится к решению интегрального уравнения 

 
1

1

0

1( ) ( ) ( ( ))
( ) ( )

ttx t t s f s x s ds
α−

α−ξ
= + − , .
Γ α Γ α ∫  (4)

Таким образом, отыскание решений дифференциального уравнения (1), удовлетворяющего 
начальному условию (3), сводится к отысканию неподвижных точек оператора 

 
1

1

0

1( ) ( ) ( ( ))
( ) ( )

ttAx t t s f s x s ds
α−

α−ξ
= + − ,
Γ α Γ α ∫  (5)

в подходящем пространстве функций, определенных на отрезке [0 ].T,  
При ненулевых Rξ∈  естественно ожидать, что неподвижные точки оператора (5) или, что то 

же самое, решения уравнения (4), имеют особенность в нуле типа 1.t α−  Этот факт означает, что 
уравнение (4) и оператор (5) естественно рассматривать в пространстве 1 [0 ]C T−α ,  определенных 
на отрезке [0 ]T,  и непрерывных на (0 ]T,  функций ( ),x t  для которых существует предел 



 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2018. Т. 62, № 4. С. 391–397 393

 10

( )( ) lim
t

x tx
t α−→

∗ = .

С нормой 

 1
1

0
sup ( )

t T
x t x t−α

α−
< ≤

= | |  (6)

это пространство является банаховым. 
Помимо нормы (6) нам понадобятся эквивалентные ей нормы 

 1

0
sup ( ) ( ) ,u

t T
x t u t x t−α

< ≤
= | |

где ( )u t  – заданная непрерывная положительная функция со значениями в некотором отрезке 
[ ] (0 ).m m− +, ⊂ , ∞  

Опишем простейшие условия, при которых оператор (5) действует в пространстве 1 .C −α  
Предположим, что нелинейность ( )f t u,  удовлетворяет неравенству 

 ( ) ( ) ( ) (0 )f t u t t u t T u| , | ≤ µ + ν | | < ≤ , −∞ < < ∞ ,  (7)

где ( )tµ  и ( )tν  – некоторые неотрицательные функции со свойствами, которые будут описаны 
ниже. Тогда при 1x C −α∈  выполняется неравенство 

 ( ( )) ( ) ( ) ( ) (0 )f t x t t t x t t T| , | ≤ µ + ν | | < ≤ .

Отсюда 

 
1

1

0

1( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ) (0 )
( ) ( )

ttAx t t s s s x s ds t T
α−

α−| ξ |
| | ≤ + − µ + ν | | < ≤

Γ α Γ α ∫

и, далее, 

 

1
1 1

0 0

1 1 1

0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( ) ,
( )

t t

t

tAx t t s s ds t s s x s ds

h t t s s s s x s ds

α−
α− α−

α− α− −α
ξ

| ξ |
| | ≤ + − µ + − ν | | =

Γ α Γ α Γ α

= + − ν | |
Γ α

∫ ∫

∫

где

 
1

1

0

1( ) ( ) ( )
( ) ( )

tth t t s s ds
α−

α−
ξ

| ξ |
= + − µ .

Γ α Γ α ∫

Таким образом, 

 1 1
1

0

1( ) ( ) ( ) ( )
( )

t
Ax t h t t s s s ds xα− α−

ξ −α| | ≤ + − ν .
Γ α ∫

Из этого неравенства вытекает, что оператор А будет действовать в пространстве 1 ,C −α  если 

  

1 1 1
1 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t
t t s s ds C t t s s s ds Cα− α− α−

−α −αµ = − µ ∈ , ν = − ν ∈ ,∫ ∫  (8)

или, что то же самое, 

 1 1 1 1 1

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

t t
t t s s ds t t s s s ds C−α α− −α α− α−− µ , − ν ∈ .∫ ∫  (9)

Примерами таких функций могут служить функции 

 ( ) (0 1) ( ) (0 )t t t t−β −γµ = ≤ β < , ν = ≤ γ < α .
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Л е м м а 1. Пусть нелинейность ( )f t u,  удовлетворяет неравенству (7), причем функции 
( )tµ  и ( )tν  удовлетворяют условию (9). 

Тогда оператор (5) действует в пространстве 1C −α  и ограничен: 

 

1 11 0
( ) ( )Ax h t t xξ−α −α−α

≤ + ν ;

более того, этот оператор и вполне непрерывен. 
Действие и ограниченность оператора (5) показана выше. Его непрерывность следует из 

непрерывности оператора суперпозиции ( ) ( , ( )),fx t f t x t=  которая вытекает [2] из непрерыв- 
ности нелинейности ( ).f s u,  Компактность этого оператора вытекает из компактности операто-
ра I α  [2; 3]. 

Напомним принцип Шаудера неподвижной точки в банаховом пространстве: Если A – впол-
не непрерывный оператор в банаховом пространстве X, оставляющий инвариантным ограничен-
ное замкнутое выпуклое множество ,V X⊂  то он имеет в V по крайней мере одну неподвижную 
точку (т. е. уравнение x Ax=  имеет в V по крайней мере одно решение x∗ : x Ax∗ ∗= ). 

Для применения данного принципа нас будут интересовать ограниченные замкнутые и вы-
пуклые множества 1V C −α⊂  

 1
1{ ( ) ( ) ( )} ( ( ) )V x t C x t t v t v t Cα−
−α= ∈ : | | ≤ ∈ .

Ограниченность, замкнутость и выпуклость этих множеств очевидна. Выясним, для каких 
( )v t  соответствующее множество V инвариантно для A: .AV V⊆  

Пусть нелинейность ( )f t u,  снова удовлетворяет неравенству (7): 

 ( ) ( ) ( ) (0 )f t u t t u t T u| , | ≤ µ + ν | | < ≤ , −∞ < < ∞ ,

где ( )tµ  и ( )tν  – некоторые неотрицательные функции, для которых выполняется условие (9). 
Тогда при 1x C −α∈  и 1( ) ( )x t t v tα−| | ≤  выполняется неравенство 

 1( ( )) ( ) ( ) ( ) (0 )f t x t t t t v t t Tα−| , | ≤ µ + ν < ≤ .

Отсюда 

 
1

1 1

0

1( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) (0 )
( ) ( )

ttAx t t s s s s v s ds t T
α−

α− α−| ξ |
| | ≤ + − µ + ν < ≤

Γ α Γ α ∫
и, далее, 

 
1

1 1 1

0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

t ttAx t t s s ds t s s s v s ds
α−

α− α− α−| ξ |
| | ≤ + − µ + − ν .

Γ α Γ α Γ α∫ ∫

Из полученного неравенства вытекает, что оператор A оставляет множество V инвариант-
ным, если для функции ( )v t  справедливо неравенство 

 
1

1 1 1 1

0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

t tt t s s ds t s s s v s ds t v t
α−

α− α− α− α−| ξ |
+ − µ + − ν ≤ .

Γ α Γ α Γ α∫ ∫

Будем искать такую функцию, как решение линейного интегрального уравнения Вольтерра 
второго рода 

 1 1 1

0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0 )
( )

t
v t t h t t t s s v s ds t T−α −α α−

ξ= + − ν ≤ ≤
Γ α ∫  (10)

в пространстве C непрерывных функций. 
Л е м м а 2. Пусть ( )f t u,  удовлетворяет неравенству (7), функции ( )tµ  и ( )tν  удовлетворя-

ют условиям (8). Тогда оператор A, определенный формулой (5), будет оставлять инвариант-A, определенный формулой (5), будет оставлять инвариант-, определенный формулой (5), будет оставлять инвариант-
ным множество V, определенное функцией ( )v t  ( ),AV V⊆  где ( )v t  – решение интегрального 
уравнения (10). 
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Из этой леммы и принципа Шаудера вытекает 
Т е о р е м а 1. Пусть для правой части ( )f t u,  уравнения (1) выполняется ограничение (7). 

Тогда задача Коши (1)–(3) при любом Rξ∈  имеет хотя бы одно решение 1( ) .x t C −α∈  
Напомним принцип Банаха–Каччопполи неподвижной точки в полном метрическом про-

странстве: Если A – действующий в полном метрическом пространстве ( )M , ρ  оператор, удов-
летворяющий условию Липшица 1 2 1 2( ) ( )Ax Ax k x xρ , ≤ ρ ,  ( 1 2x x M, ∈ ) с постоянной 1,k <  то он 
имеет в M единственную неподвижную точку (т. е. уравнение x Ax=  имеет в M единственное 
решение x∗ : x Ax∗ ∗= ) и это решение является пределом последовательных приближений 

1n nx Ax+ =  ( 0 1 2n …= , , , ) при любом 0 .x M∈  
В качестве метрического пространства ниже рассматривается пространство ( ),M , ρ  в кото-

ром M = V (V – построенное выше инвариантное для A множество), а метрика ρ  определяется 
ниже. 

Пусть теперь функция ( )f s u,  удовлетворяет условию Липшица 

 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) (0 )f s u f s u s u u s T u u| , − , | ≤ λ | − | < ≤ , −∞ < , < ∞  (11)

с некоторой неотрицательной функцией ( ).sλ  Пусть ( )w t  – непрерывная положительная функ-
ция на (0 ]T,  и 
 1

0
max ( ) ( )w t T

x t w t x t−α

< ≤
= | |

– норма на пространстве 1C −α  (этой нормой определяется метрика ρ ). 
Тогда 

 

1
1 2 1 2

0

1
1 2

0

1 1 1 1
1 2

0

1( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))
( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

t

t

t

Ax t Ax t t s f s x s f s x s ds

t s s x s x s ds

t s s s w s s w s x s x s ds

α−

α−

α− α− − −α

| − | = − , − , ≤
Γ α

≤ − λ | − | =
Γ α

= − λ | − | ,
Γ α

∫

∫

∫

 

откуда, по определению нормы ,w⋅  

 1 1 1 1
1 2 1 2

0

1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

t

w wAx t Ax t t w t t s s s w s ds x t x t−α α− α− −− ≤ − λ −
Γ α ∫  (12)

(норма интегрального выражения П берется в смысле пространства C). Положим 1
1( ) .

( )
t

t w t−αω =  
Тогда интегральное выражение П можно переписать в виде 

 1 1

0

1 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

t
t t s s s ds− α−Π = ω − λ ω .

Γ α ∫

Будем предполагать, что функция ( )tλ  такова, что интегральный оператор Вольтерра 

 1

0
( ) ( ) ( ) ( )

t
J x t t s s x s dsα α−
λ = − λ∫  (13)

в пространстве C является вполне непрерывным. (В качестве примера ( )sλ  можно рассмотреть 
функцию ( )s s −γλ =  с 0 .≤ γ < α ) Тогда его спектральный радиус равен нулю [4; 5]. Следовательно, 
при произвольном (0 1)k∈ ,  интегральное уравнение 

 1

0

1 1 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

t
t s s w s ds w t

k k
α−+ − λ =

Γ α ∫
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имеет решение ( ) .w t C∈  Но тогда 

 1 1 1 1

0

1 ( )( ) ( ) ( )
( )

t
t w t t s s s w s ds k−α α− α− −− λ ≤ ,

Γ α ∫

и неравенство (12) с 1
1( )

( )
w t

t tα−=
ω

 примет вид 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )w wAx t Ax t k x t x t− ≤ − .

Иными словами, доказана 
Л е м м а 3. Пусть ( )f t u,  удовлетворяет неравенству (11), функция ( )tλ  удовлетворяет ус-

ловиям (13). Тогда оператор A, определенный формулой (5), будет оставлять инвариантным 
множество V, определенное функцией ( )v t  ( ),AV V⊆  где ( )v t  – решение интегрального уравне-
ния (10) и на нем удовлетворять условию Липшица с постоянной 1k <  в норме .w⋅  

Из этой леммы и принципа Шаудера вытекает 
Т е о р е м а 2. Пусть правая часть ( )f t u,  уравнения (1) удовлетворяет неравенствам (7)  

и (11), причем операторы (8) и (13) компактны. 
Тогда задача Коши (1)–(3) при любом Rξ∈  имеет единственное решение ( ),x t  определенное 

на (0 ].T,  
Предыдущие рассуждения по стандартной схеме распространяются на дифференциальные 

уравнения дробного порядка с функциями, принимающими значения в банаховом пространстве, 
в частности, на системы уравнений. 

Естественно возникает вопрос о возможности подобного рода рассуждений для других  
(не лиувилевских) производных дробного порядка. 

Вопрос о разрешимости задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений  
с дробными производными Капуто рассматривался, например, в [6], где были получены условия 
существования и единственности решений задачи Коши для дифференциальных уравнений 
дробного порядка в банаховых пространствах с так называемыми ухудшающими правыми ча-
стями, где был предложен метод исследования разрешимости задачи Коши, основанный на ис-
следовании сходимости метода последовательных приближений в шкалах банаховых про-
странств. 
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