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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ В ЧЕТВЕРТИ ПЛОСКОСТИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

Аннотация. В данной работе в аналитическом виде представлено классическое решение со смешанными гра-
ничными условиями в четверти плоскости для волнового уравнения. Граница области состоит из двух перпендику-
лярных полупрямых. На одной из них задаются условия Коши. Вторая полупрямая разделена на две части: конеч-
ный отрезок и оставшаяся часть в виде полупрямой. На отрезке задается условие Дирихле, на полупрямой – условие 
Неймана. В классе дважды непрерывно дифференцируемых функций в четверти плоскости определяется классиче-
ское решение рассматриваемой задачи. Для построения этого решения выписывается частное решение исходного 
волнового уравнения. Для заданных функций задачи выписываются условия согласования, которые являются необ-
ходимыми и достаточными, чтобы решение задачи было классическим и единственным.
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CLASSICAL SOLUTION OF THE MIXED PROBLEM IN THE QUARTER  
OF THE PLANE FOR THE WAVE EQUATION

Abstract. This article presents the classical solution with mixed boundary conditions in the quarter of the plane for the 
wave equation in the analytical form. The boundary of the region consists of two perpendicular half-straight lines. on one  
of them, Cauchy’s boundary conditions are assigned. The second half-straight line is divided into two parts. Dirichlet’s condition 
is assigned on the straight line and Neumann’s conditions – on the half-straight line. The classical solution of the considered 
problem is defined in the class of double continuous differentiable functions in the quarter of the plane. To build this solution, the 
partial solution of the initial wave equation is written. For the assigned functions of the problem, the matching conditions are 
written, which are necessary and enough so that the solution of the problem would be classical and unique.
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Введение. В [1; 2] и другой литературе по уравнениям математической физики и дифферен-
циальным уравнениям с частными производными для представления классического решения за-
дачи Коши в случае волнового уравнения использована формула Даламбера (решение однород-
ного уравнения) и частное решение неоднородного уравнения, построенное методом Дюамеля. 
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В [2] при определении классического решения для волнового уравнения в четверти плоско-
сти частное решение построено также методом Дюамеля. Но здесь следует отметить, что задан-
ная функция правой части неоднородного уравнения по второму независимому переменному  
с полупрямой непрерывным образом продолжена на все множество действительных чисел.  
Однако частное решение можно построить без продолжения правой части уравнения, заданной  
в четверти плоскости. Указанная его конструкция предлагается в данном сообщении.

Постановка задачи. В замыкании [0, ) [0, )Q = ∞ × ∞  двух независимых переменных 
0 1( , )x x=x  рассматривается одномерное волновое уравнение 

  
0 1

2 2 2( ) ( ) ( ), ,x xa u f Q∂ − ∂ = ∈x x x   (1)

где 2a  – положительное число из ; 2
jx∂  – частные производные по jx  второго порядка, 0,1.j =   

На части границы Q∂  области Q к (1) присоединяются условия Коши 

  01 1 1 1 1(0, ) ( ), (0, ) ( ), [0, ),xu x x u x x x= ϕ ∂ = ψ ∈ ∞   (2)

на другой полупрямой – граничные условия

  (1)
0 0 0( , 0) ( ), [0, ],u x x x= µ ∈ τ   (3)

  0
(2)

0 0 0( , 0) ( ), ( , ),x u x x x∂ = µ ∈ τ ∞   (4)

где τ∈ и 0 < τ < +∞.
Задача. Определить в аналитическом виде классическое решение уравнения (1) u из класса 

дважды непрерывно дифференцируемых функций 2 ( ),C Q  удовлетворяющее условиям (2), (3), (4).
Дополнительные ограничения на заданные функции ( ), , , ( 1, 2)jf jϕ ψ µ =  в виде требований 

гладкости и условий согласования будут сформулированы в процессе изучения решения задачи 
(1)–(4). 

Частное решение уравнения (1). Общее решение уравнения (1), например, из класса 2 ( )C Q  
представляет собой сумму
  (0)( ) ( ) ( ),pu u v= +x x x

где (0) – общее решение из 2 ( )C Q  однородного уравнения (1) и частного решения 2 ( )pv C Q∈  
уравнения (1). Общее решение (0)u  однородного уравнения (1) представимо [1] в виде   

(0) (1) (2)
1 0 1 0( ) ( ) ( ),u g x ax g x ax= − + +x

где ( )jg  – произвольные функции из классов 2 ( )( ( )),jC D g  1, 2,j =  ( )( )jD g  – области определения 
функций ( )jg  для любых .Q∈x

В аналитическом виде определим частное решение 2 ( ).pv C Q∈  Частное решение определяет-
ся через функцию f. Формула его зависит и от области Q. В [1] для четверти плоскости решение 
определяется методом Дюамеля, где f по второму аргументу продолжается на все множество 
действительных чисел . Здесь pv  определим без продолжения функции f с областью определе-
ния ( ) .D f Q=

Область Q характеристикой 1 0{ }x ax=x  разделим на две подобласти ( )jQ  =  
( )

0 1{ ( 1) ( ) 0},j jQ x ax x= − − >  1, 2.j =  В замыкании ( )jQ  каждой из подобластей ( )jQ  рассмотрим 
функции

  ( )1 0 1 0

0 1

( ) (1, ) (2)
1 0 1 0

2
0 ( 1) ( )

( ) ( ) ( )

1 , , ,
2 24 j

j j
p

x ax x ax
j

ax x

v f x ax f x ax

z y z ydy f dz x Q
aa

− +

− −

= − + + −

− + − ∈ 
 

∫ ∫

x
  (5)

где (1, ) 2 ( ),jf C∈   (2) 2 (2)( ( )),f C D f∈  0a >  (для определенности). Если 1( ),f C Q∈  то из пред-
ставлений (5) следует, что функции ( )( ) 2 ( )jj

pv C Q∈  и каждая из них удовлетворяют уравнению 
(1) на множестве ( ) , 1, 2.jQ j =
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Определим функцию частного решения pv  на всем замыкании Q области Q формулой

 
( ) ( )( ) ( ), , 1, 2.j j

p pv v x Q j= ∈ =x x   (6)

Чтобы функция pv  принадлежала множеству 2 ( ),C Q  кроме условия 1( ),f C Q∈  необходимо  
совпадение на характеристике 1 0{ }x axγ = =x  значений ( ) ( )j

pv x  функций ( )j
pv  и их производных 

первого и второго порядков, т. е. 

  
0 1 0 1

(1) (2)( ) ( ), , 0 2,p pk k
p px x x xv v x k p∂ ∂ = ∂ ∂ ∈ γ ≤ + ≤x x   (7)

где ,k p – целые неотрицательные числа.
Заметим, что функция (2) (2)

1 0( ) ( )x f x ax= +  в силу своего определения из класса 2 ( ).C Q  
Поэтому равенство (7) будет выполняться для 0,k p= =  если 

  (1,1) (1,2)(0) (0).f f=   (8)

Вычисляя первые и вторые производные функций ( )jv  и рассматривая их на характеристике γ 
можно убедиться, что равенства (7) для 1k p+ =  выполняются тогда и только тогда, когда

  (1,1) (1,2)(0) (0),df df=   (9)

а для 2k p+ =  – тогда и только тогда, когда

 
2 (1,2) 2 (1,1)

2
1(0) (0) (0, 0).d f d f f

a
− =

 
 (10)

За счет функций (1,1)f  и (2)f  можно определить дополнительные удобные для использования 
условия на .pv  Пусть

  
0

(1,1) (2)
1 1 1

(1,1) (2)
1 1 1 1

(0, ) 0 ( ) ( ),

(0, ) 0 ( ) ( ), [0, ).

p

x p

v x f x f x

v x adf x adf x x

= = +

∂ = = − + ∈ ∞  
 (11)

Отсюда и уравнения (1) следует условие и для второй производной

  
0

2
1 1 1(0, ) (0, ), [0, ).px v x f x x∂ = ∈ ∞   (12)

Полученные результаты сформулируем в виде теоремы.
Т е о р е м а 1. Если для функциий 1( ),f C Q∈  (1, ) 2 ( ),jf C∈   (2) 2 ([0, ))f C∈ ∞  выполнены усло-

вия (8)–(10), то функция pv  определяется формулами (6) и (5), принадлежит классу 2 ( ),C Q  явля-
ется решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям (11) и (12).

Решение задачи (1)–(4). Область Q характеристиками 1 0{ }Q x axγ = ∈ =x  и  0{ Q axΓ = ∈ −x
 

1 }ax a− = τ  разобьем на три подобласти (1)
1 0{ 0},Q Q x ax= ∈ − >x  (2)

0 1{ 0 },Q Q ax x a= ∈ < − < τx  
(3)

0 1{ }.Q Q ax x a= ∈ − > τx
Как известно, общее решение в областях ( ) , 1, 2, 3,jQ j =  уравнения (1) из класса 2 ( )( )jC Q  

представимо в виде 

  ( ) (1, ) (2) ( )
1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ), ,j j j

pu x g x ax g x ax v x x Q= − + + + ∈   (13)

где ( )jQ  – замыкание области ( ) ;jQ  (1, )jg  – произвольные функции из класса (2) ( );  (2)g  – про-
извольная функция из 2 ([0, ));C ∞  pv  – частное решение уравнения (1) из класса 2 ( ).C Q  Следова-
тельно, общее решение u из класса 2 ( )C Q  уравнения (1) определяется соотношениями

  ( ) (1, ) (2) ( )
1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,j j j

pu u g x ax g x ax v x Q= = − + + + ∈x x x   (14)

где (1, )jg  удовлетворяют условиям непрерывности

 
(1,2) (1,1)(0) (0),p pd g d g=   (15)
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(1,3) (1,2)( ) ( ),p pd g a d g a− τ = − τ   (16)

pd  – оператор обыкновенной производной порядка 0,1, 2.p =  Из общего решения (14) выбираем 
то, которое удовлетворяет условиям (2)–(4), т. е. представление (14) подставляем в эти условия, 
чтобы определить соответствующим образом значения функций (1, )jg  и (2)g , 1, 2, 3.j =

Удовлетворяя условиям Коши (2), в силу условий (11), получим значения функции (1) ,u   
а именно

  
1 0

1 0

(1) (1)
1 0 1 0

1 1( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ), .
2 2

x ax

p
x ax

u x ax x ax d v Q
a

+

−
= ϕ − + ϕ + + ψ ξ ξ + ∈∫x x x   (17)

Аналогично, удовлетворяя условию (3), получим решение на (2)Q  задачи (1)–(4)

 

1 0

0 1

(2)
0 1 1 0

0 1 0 1(1) (2)

1 1( ) [ ( ) ( )] ( )
2 2

, 0 ( ) , .

x ax

ax x

p p

u ax x x ax d
a

ax x ax xv v x Q
a a

+

−
= ϕ − − ϕ + + ψ ξ ξ −

− −   − + + µ ∈   
   

∫x

x
  (18)

Удовлетворяем условиям (15) значения функций (1,1)g  и (1,2) ,g  полученные при выводе фор-
мул (17) и (18), 

 
(1,1)

0

1 1( ) ( ) ( ) , [0, ),
2 2

z
g z z d C z

a
= ϕ − ψ ξ ξ − ∈ ∞∫

 
(1,2) (1)

0

1 1( ) ( ) ( ) ,0 , ( , 0],
2 2

z
p

z zg z z d v C z
a a a

−   = µ − − ϕ − − ψ ξ ξ − − − ∈ −∞   
   

∫

где C  – произвольная из  постоянная. В результате получим условия согласования на заданные 
функции задачи (1)–(4) в начале координат 0 1( 0)x x= =

  (1) (1) 2 (1) 2 2(0) (0), (0) (0), (0) (0) (0, 0) 0.d d a d fϕ = µ ψ = µ µ − ϕ − =   (19)

Теперь на (3)Q  рассматриваем значения (3) ( )u x  функции (3)u  согласно представлению (13). 
Удовлетворяя условию (4), получим

 
1

(1,3) (2)
1

0

1 1( ) ( ) ( ) , 0 , ( , ],
2 2

z z z
x p

a a
g z z d d v d C C z a

a a a

−

− τ − τ

ξ ξ   = ϕ − + ψ ξ ξ + µ − ξ − ∂ − ξ + + ∈ −∞ − τ   
   

∫ ∫ ∫  

(20)

где 1C  – произвольная константа, которая появилась в результате интегрирования после подста-
новки (3) ( )u x  в условие (4); C – произвольная константа, которая входит в определение функции 

(2)g  из условий Коши, а именно

 
(2)

0

1 1( ) ( ) ( ) , [ , ).
2 2

z
g z z d C z a

a
= ϕ + ψ ξ ξ + ∈ τ ∞∫  (21)

Из формулы (13) в силу (20) и (21) в области (3)Q  имеем решение

  

1 0

0 1

1 0 1 0

1

(3)
0 1 1 0

(2) (3)
1

1 1( ) [ ( ) ( )] ( )
2 2

, 0 , .

x ax

ax x
x ax x ax

x p
a a

u ax x x ax d
a

d v d C C x Q
a a

+

−

− −

− τ − τ

= ϕ − + ϕ + + ψ ξ ξ +

ξ ξ   + µ − ξ − ∂ − ξ + + ∈   
   

∫

∫ ∫

x
  (22)

Подставляя соотношения (20) и (21) в условия согласования (16), получим

  (1)
1

0

1( ) ( ) ( ) ( , 0)
a

pC C a d v
a

τ
+ = µ τ − ϕ τ − ψ ξ ξ − τ∫
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и вместо (16) в случае 1, 2p =  условия согласования вида 

  0 1
(2) (1)1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , 0) ( , 0) 0,x p x pd d a a v v

a a a
µ τ + µ τ − ϕ τ − ψ τ − ∂ τ − ∂ τ =

 
 (23)

  0 10
(2) 2 (1) 2 21 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , 0) ( , 0) 0.p x x pxd d ad a d a v v

a a
µ τ + µ τ − ϕ τ − ψ τ − ∂ τ − ∂ ∂ τ =

Заметим, что для того чтобы решение ( )( ) ( ),ju u=x x  ( ) ,jQ∈x  1, 2, 3,j =  задачи (1)–(4) было из 
класса 2 ( ),C Q  необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (15) и (16), а следователь- 
но – и условия (19) и (23). 

Из предыдущих рассуждений следует утверждение.
Т е о р е м а 2. Пусть 2 ([0, )),Cϕ∈ ∞  1([0, )),Cψ ∈ ∞  1( ),f C Q∈  (1) 2 ([0, )),Cµ ∈ ∞  (2) 1([0, )).Cµ ∈ ∞  

Существует единственное классическое решение задачи (1)–(4) из класса 2 ( )C Q  и представимо 
в аналитическом виде (5), (14), (17), (18), (22) тогда и только тогда, когда выполняются условия 
согласования (19) и (23), и условия (8)–(10).

Заключение. Рассмотрена граничная задача со смешанными условиями Коши, Дирихле  
и Неймана для одномерного волнового уравнения в четверти плоскости. В аналитическом виде 
построено классическое решение из класса дважды непрерывно дифференцируемых функций. 
Для представления решения задачи без продолжения заданной функции неоднородного уравне-
ния в классе 2C  функций построено частное решение. Доказаны необходимые и достаточные 
условия на заданные функции, при выполнении которых при определенных требованиях глад-
кости этих функций существует в аналитическом виде классическое решение рассматриваемой 
задачи.

Без существенных изменений представленная в работе схема переносится на аналогичные 
задачи с другими смешанными условиями для волнового и других обобщающих уравнений.
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