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Аннотация. Для точечного источника электромагнитного излучения, движущегося в гравитационном поле вра-
щающейся черной дыры, описываемой метрикой Керра, разработан метод вычисления красного смещения как функ-
ции времени удаленного наблюдателя. В отличие от широко представленных в литературе способов, граничная за-
дача для траектории луча решена не численным подбором параметров, а на основе приближенных аналитических 
выражений для изотропных геодезических в метрике Керра. Предложенный метод проиллюстрирован на примере 
модельной задачи с параметрами, соответствующими реальным звездам, движущимся в непосредственной близости 
сверхмассивной черной дыры, находящейся в центре нашей Галактики. На этом же примере показана эффективность 
и хорошая точность данного метода.
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Abstract. The method of calculation of redshift of light from a point-like source that moves in the gravitational field  
of the kerr black hole as a function of time of observation is developed. The widely presented in literature methods for solving 
the boundary problem are based on a numerical selection of parameters of geodesics. In contrast, the proposed method is 
based on approximate analytical expressions for isotropic geodesics in the kerr metric. The proposed method is illustrated by 
the example of a model problem with parameters corresponding to real stars moving in the immediate vicinity of a super-
massive black hole located in the Center of our Galaxy. The same example shows the efficiency and good accuracy of this 
method.
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Введение. На протяжении десятков лет проводились исследования движения звезд в окрест-
ности центра нашей Галактики, в результате которых было установлено, что в этой области 
находится сверхмассивная черная дыра массой 6

BH S4 10m m≈ ⋅  [1; 2]; Sm  – масса Солнца.  
Одним из крупнейших скоплений звезд в непосредственной окрестности этой черной дыры 
является S-кластер [3]. Наблюдения за звездами из этого кластера в силу их близости к черной 
дыре позволяют проверять различные теории гравитации для сильных гравитационных полей 
[4; 5]. 
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В рамках общей теории относительности, наиболее общее гравитационное поле вращающей-
ся черной дыры описывается метрикой Керра, а одним из параметров, доступных для измерений 
и дающих информацию о движении звезд, является красное смещение. Метод расчета красного 
смещения электромагнитного излучения звезды, движущейся в гравитационном поле Керра, как 
функции времени наблюдения, разработан в настоящей работе.

Красное смещение. В приближении геометрической оптики [6], мировые линии света 
( )i ix x= λ  являются изотропными геодезическими: ; 0,i j

jk k =  0,i
ik k =  где /i ik dx d= λ – волно-

вой 4-вектор; λ – аффинный параметр. Две задачи: о вычислении красного смещения и вычисле-
нии интервалов времени между приходящими импульсами пульсара, могут быть сведены к од-
ной, если учесть соотношение [7]

 ( ) ( 1) (1 ),N N
PTOA TOAt t T z−= + +

где ( )N
TOAt  – время прихода N-го импульса в системе отсчета наблюдателя; PT  – период испускания 

импульсов в системе отсчета источника, а z – красное смещение: ( ) / ( ) 1,i j
si s oj oz k u k u= −  где sik   

и oik  – волновой 4-вектор в точке испускания и в точке приема сигнала соответственно,  
а i

su  и i
ou  – векторы 4-скорости источника и приемника соответственно. 

Для описания движения звезды мы будем рассматривать ее как пробную точечную массу, 
мировая линия которой представляет собой времениподобную геодезическую. Для вычисления 
красного смещения в некоторый момент времени необходимо найти изотропную геодезическую, 
пересекающую как мировую линию источника, так и мировую линию наблюдателя. Таким об-
разом, поиск этой изотропной геодезической сводится к решению граничной задачи.

Метрика Керра. В координатах Бойера–Лидквиста { , , , },r tθ ϕ  метрика Керра, как известно, 
имеет следующий вид:

 

22 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 sin ,aMrds c dt d cdt dr d ∆ Σ ρ = −ρ + ϕ − θ + + ρ θ   ∆Σ ρ Σ  

где 2 2 2 2cos ;r aρ = + θ  2 22 ;r Mr a∆ = − +  2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( 2 )sin ;r a a r a MrΣ = + − + − θ  a – параметр 
Керра (удельный момент импульса источника), а 2/M Gm c=  – масса источника в геометриче-
ских единицах. Уравнения геодезической в случае метрики Керра могут быть приведены к виду, 
допускающему разделение переменных [8; 9]:

 M M/ ( ), cos / (cos ),dr d R r d dτ = ± θ τ = ± Θ θ  (1)

 M M/ ( , cos ), / ( , cos ).d d r dt d T rϕ τ = Φ θ τ = θ  (2)

Явные выражения для функций ( ),R r  (cos ),Θ θ  ( , cos ),rΦ θ  ( , cos )T r θ  приведены в [9], 
2 2 2

M 0 / ( cos )d r aττ = τ + θ∫  – так называемый временной параметр Мино. Для получения време-
ниподобной геодезической, описывающей движение источника, систему уравнений (1)–(2) ре-
шим численно. Для записи изотропных же геодезических, описывающих распространение све-
та, нам необходимо аналитическое решение, приведенное в [8; 9]. В рамках рассматриваемой 
модели, приближение / 1,pa r <<  где pr  – минимальное значение координаты r луча, является 
оправданным с физической точки зрения, чем мы и воспользуемся в дальнейшем, записывая ре-
шения системы (1)–(2) в линейном приближении по этому параметру. Найдем точный аналити-
ческий вид зависимости M ( )τ θ  из (1). Получим из (1) (здесь 1/ u r= ):

 
2 4 2 3 2 2 2

M
2[ ( ) ] ( ) 1,du a u a u a u

d
= − η + η + ξ − + − ξ − η +

τ
  (3)

где / ,L Eξ =  2/ .Q Eη =  В нашем приближении можно пренебречь слагаемым 2 4a u− η  в правой 
части (3). В дальнейшем подробно рассмотрим лишь те решения, для которых 0η >  и существует 
перицентр. Тогда из (3) и найденной функции M ( )τ θ  следует
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Здесь { , , }s s sr θ ϕ  и { , , }o o or θ ϕ  – пространственные координаты источника и наблюдателя со-
ответственно. Кроме того, здесь введены следующие обозначения:

 

2 2
2 2

2
1 , arcsin[2 / ( )],
6 ( )

u
a a a

a
− ξ − η

Α = − ε = π − −η − ξ − η
η + ξ −

 

 
ε

Аналогичные формулы без труда могут быть получены и для 0,η <  и для траекторий, не имею-
щих перицентра. Погрешность вычисления обратного радиуса su∆  по формуле (4) для случая 

2 2aξ + η >>  удовлетворяет условию 
2

2 2 3
4 1| | .s

p

au
a r

η
∆ <

ξ + η −
 Тогда из (2):

 

2 3 4

2 2 2 2 2 4
M

1 2 2 .
1 cos 2 2 ( 2 )

d ra a ra aO
E d r r r r r r r

 ϕ ξ ξ
= + − − +   τ − θ − − −  

  (5)

Нам достаточно сохранить в правой части (5) первые два слагаемых. Получим решение
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Здесь использовано следующее обозначение ( ) / 1 2sin ( 2 / 3)( ) arcsin .
2 3 cos

s u u
s

u

u θ Α − − ε − π
Ξ θ =

ε
 

Погрешность в данном выражении можно оценить как 2 2/ / .s s pa r∆ϕ ϕ <  Из оценок следует, что 
приближение может оказаться неверным лишь для траекторий луча, очень близко подходящих  
к черной дыре, а также для значений .aξ ≈

(16)
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Описанная ранее граничная задача сводится к решению следующей системы уравнений от-
носительно прицельных параметров луча ξ и η:

 

1 1 , ( , , ) .
( , , ) s

s rr
= ϕ θ ξ η = ϕ

θ ξ η








Здесь { , , }r θ ϕ   – пространственные координаты источника в рассматриваемый момент време-
ни. Используя полученные значения прицельных параметров, найдем компоненты волнового 
вектора, необходимые для вычисления красного смещения.

До сих пор данная задача решалась [4; 5] посредством составления таблиц соответствия при-
цельных параметров и положения источника. В нашей работе использованы аналитические вы-
ражения (4) и (6), благодаря чему решение граничной задачи свелось не к поиску значения в та-
блице, что может привести к большой погрешности, а к решению системы уравнений. Чтобы 
оценить то, каким образом выполненные приближения в функциях sϕ  и sr  скажутся на конечном 
результате (т. е. вычисленной величине красного смещения), поступим следующим образом.

Проинтегрируем численно точные уравнения для изотропной геодезической в метрике Керра 
(1), (2), в обратном направлении (т. е. от наблюдателя к источнику), используя заданные величи-
ны прицельных параметров /L Eξ =  и 2/ ,Q Eη =  где L, E – интегралы движения вдоль изотроп-
ной геодезической, связанные с аксиальной симметрией и стационарностью метрики Керра со-
ответственно, а интеграл движения Q (постоянная Картера) связан с существованием тензора 
Киллинга в метрике Керра [8]. Для произвольного значения Mτ  получим значения координат ис-
точника { , , }.s s sr θ ϕ  Результаты численного решения граничной задачи представлены в таблице.

Результы сравнения вычисленных прицельных параметров и их точных значений  
для некоторых траекторий (a = 0,9)

The results of the comparison of calculated impact parameters and the exact values  
of it for the certain trajectory (a = 0,9)

Координаты источника
Source coordinates

{ , , }s s sr θ ϕ

Вычисленные прицельные параметры
Calculated impact parameters

ξ η

Траектория луча света не проходит перицентр. θ0 = 1,45, точные значения прицельных параметров: ξ = 5, η = 2
The trajectory of light does not pass the pericenter. θ0 = 1.45, the exact values of impact parameters: ξ = 5, η = 2

{10,4, 0,59, 1,51} 4,986 2,0003
{25,2, 1,50, 1,20} 4,998 1,9998
{125, 1,46, 0,04} 4,9999 1,99999

θ0 = 1,55, точные значения прицельных параметров: ξ = 6, η = 3
θ0 = 1.55, the exact values of impact parameters: ξ = 6, η = 3

{20,3, 1,64, 0,30} 5,996 3,0001
{33,5, 1,60, 1,81} 5,999 3,00001
{50,1, 1,58, 0,12} 5,999 3,00000

Траектория луча света проходит перицентр. θ0 = 1,45, точные значения прицельных параметров: ξ = 5, η = 2
The trajectory of light pass the pericenter. θ0 = 1.45, the exact values of impact parameters: ξ = 5, η = 2
{14,5, 1,50, 4,07} 5,3 3,05
{49,5, 1,44, 4,33} 5,35 2,82
{3846, 1,41, 4,43} 5,4 2,73

θ0 = 1,55, точные значения прицельных параметров: ξ = 6, η = 3
θ0 = 1.55, the exact values of impact parameters: ξ = 6, η = 3

{24,8, 1,44, 3,85} 6,28 4,07
{1250, 1,38, 4,09} 6,36 3,81

Зная погрешность в вычислении прицельных параметров ∆ξ и ,∆η  погрешность вычисленно-
го красного смещения ∆z можно оценить по формуле

 2( / ) .z z∆ ≈ ∆ξ + ∆η ξ + η  (7)
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Из численных примеров (таблица) и (7) следует, что предложенный в данной работе метод 
позволяет вычислять красное смещение с хорошей точностью при рассмотрении траекторий све-
та 0-го порядка (им соответствуют примеры, когда sϕ < π), определяющих излучение с наиболь-
шей интенсивностью [10]. Результаты вычислений красного смещения для рассмотренной моде-
ли приведены на рисунке.

Красное смещение как функция времени наблюдения. Параметры модельной двойной системы в единицах ее полной 
массы (c = 1): энергия E = 0,984, момент импульса L = 4,9M, постоянная Картера Q = 3,0M2. Параметр Керра a = 0,1M

Redshift as a function of time of observation. Parameters of the model binary system per unit mass are (c = 1): energy E = 0.984, 
angular momentum L = 4.9M, Carter constant Q = 3.0M 2. kerr parameter a = 0.1M

Заключение. Предложенный в работе метод позволяет вычислить красное смещение излуче-
ния звезды, движущейся в гравитационном поле вращающейся черной дыры. Из рассмотренных 
примеров (таблица, рисунок) следует, что на величину красного смещения влияют как параме-
тры черной дыры, так и траектория источника. В отличие от случая статической (не вращаю-
щейся) черной дыры [11], функция красного смещения для вращающейся черной дыры имеет 
более сложный характерный вид. 
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