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Аннотация. В 1998 г. Д. Клейнбок и Г. Маргулис доказали гипотезу В. Г. Спринджука: неравенство 
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≤ ≤ =∈  при любом 0ε >  имеет для почти всех x (в смысле 

меры Лебега) из интервала I ⊂ R лишь конечное число решений в целых числах aj и невырожденных функциях fj(x). 
Они же вместе с В. Бересневичем и В. Берником заменили правую часть неравенства на 1 ( )nH H- - ψ  и для монотонно 
убывающей функции ( )Hψ  со сходящимся рядом 
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H
H

∞

=
ψ∑  доказали аналог классической теоремы Хинчина о при-

ближении действительных чисел рациональными. В данной работе мы обобщаем последний результат на аналити-
ческие функции  ( ), .jf z z∈C
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Abstract. Let ( ),1 ,jf z j n≤ ≤  be the analytic functions of a complex variable, together with 1 linearly independent over  

a field R, and ( )xψ  be a monotonically decreasing function. Then the inequality 
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for convergence of the series 
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1 1 0( , , ..., , )n na a a a-  only for the set of Lebesgue measure zero. This improves the theorems of V. G. Sprindzhuk, D. Kleinbock, 
and G. Margulis.
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В 1924 г. А. Я. Хинчин [1] доказал метрическую теорему о значениях модуля разности p
q

a -  
для действительного числа a∈R  и ( , ) .p q ∈ × 

Т е о р е м а  Х и н ч и н а. Пусть ( )xψ  – положительная монотонно убывающая функция, 
I ⊂ R – интервал на действительной прямой,  – мера Лебега измеримого множества A ⊂ R. 
Обозначим через 1( )ψ  множество ,Ia∈  для которых неравенства
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Заметим, что частный случай теоремы Хинчина при 2( )q q -ψ =  доказал Э. Борель, а в случае 
сходимости ряда требование монотонности функции ( )xψ  можно опустить. Левую часть нера-
венства (1) можно рассматривать как значение модуля линейной функции в точке α. Хинчин 
обобщил неравенство (1) на многочлены произвольной степени [2], доказав, что при любом 0ε >  
неравенство
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имеет для почти всех x бесконечное число решений в многочленах P(x) степени deg P = n и вы-
соты 

0
max .j

j j
aH

≤ ≤
=  Систематическое исследование неравенства (2) началось после введения 

К. Малером [3] классификации действительных чисел и комплексных чисел. 
Одной из центральных проблем классификации Малера стала метрическая проблема о мере 

множества S-чисел.
Обозначим через ( )n ψ   множество ,x∈R  для которых неравенство 

 ( ) ( )P x H< ψ  

имеет бесконечное число решений в многочленах P(x) вида (2). Малер предположил, что при 
( ) , ,wH H w n-ψ = >  множество ( )n ψ   имеет нулевую меру Лебега. Сам он доказал такое утверж-

дение при 4 .w n>  В серии работ [4; 5] И. Кубилюс, Левек, В. Шмидт, Ф. Фолькман решили част-

ные случаи проблемы Малера и довели неравенство для w до вида 4 .
3

w n>  Наконец, В. Г. Сприн-
джук [6; 7] доказал гипотезу Малера, а также ее аналоги в полях комплексных и p-адических 
чисел. В [8; 9] было доказано, что
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Утверждение (3) было обобщено в работах [10–12] с многочленов на линейные комбинации функ-
ций, а при ( ) wH H -ψ =  и w n>  была найдена размерность Хаусдорфа 1( )d

1
im n

n
w
+

ψ =µ
+

   [13; 14]. 
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Обобщение неравенства в поле комплексных чисел было получено в [6; 7], а для аналитических 
функций Д. Клейнбок получил аналог гипотезы Спринджука [15]. 

Т е о р е м а 1. Пусть ( ),1 ,jf z j n≤ ≤  – аналитические функции и 11, ( ), ..., ( )nf z f z  линейно- 
независимы над R. Тогда неравенство
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Приведем рассуждение, которое позволяет в правой части неравенства (4) поставить функ-

цию 
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ψ  где функция 1( )Hψ  монотонно убывает и ряд 
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замену переменной 11
1( ) , ( ) ( ( )), .2j jf z u f z jf f u n- ≤ ≤= =  Чтобы не менять обозначения будем 

считать, что первоначальные заданные функции имеют вид 2, ( ), ..., ( )nz f z f z   и вместе с 1 линейно- 
независимы над R. Докажем следующее утверждение.

Т е о р е м а 2. Обозначим через 1( )nM ψ  множество z ∈ C, для которых система неравенств 
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имеет бесконечное число решений в векторах .a  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что теорема будет доказана, если мы установим ее для любого 

круга в C. Возьмем единичный круг (0,1)K K=  с центром в нуле единичного радиуса. Для 
функции ( )nF z  возьмем такую точку 1 (0,1),Ka ∈  чтобы в ней выполнялись неравенства (5)  
и такую, чтобы на всем множестве 1B  решений (5) выполнялось равенство 
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Построим два круга ( )Fσ  и 1( ),Fσ  радиусы которых равны правым частям следующих не-
равенств:
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Очевидно, что 
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Согласно лемме из [7; 9] круг ( )Fσ  содержит все решения (5), для которых 1a  ближайшая к z 
точка. Покажем, что круги 1 1( ),Fσ  1 2( )Fσ  при подходящем выборе 3с   не пересекаются для раз-
личных функций 1( )F z  и 2 ( )F z  высоты 1 2max{ ( ), ( )} ,H F H F Q≤  у которых совпадают коэффи-
циенты 2, ..., .na a

Разложим каждую из функций ( ), 1, 2,jF z j =  в точке 1 ja  в ряд Тейлора в круге (6). Получим 
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и при достаточно большом H 
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то из (7) получаем 

 3( ) 2 .jF z c<  

Зафиксируем вектор 2( , ..., ).nb a a=  Одна из этих координат равна H, а остальные 2n -  коор-
динаты заключены в интервале jH a H- ≤ ≤  и принимают 2(2 1)nH -+  значений. Если 0z  есть 
точка пересечения двух кругов 1 1( )Fσ  и 1 2( )Fσ  с одним и тем же вектором ,b  то выполняются 
оба неравенства (5). Рассмотрим функцию 

 2 1 12 11 02 01 1 0( ) ( ) ( ) ( ) , .2 ,j jR z F z F z a a z Ha a d dd z d= - = - + ≤- = + ∈ 

Мнимая или действительная часть этой функции в точке 0z  по модулю не меньше единицы. 
Это означает ,( 1)R z ≥  что при 3 0,5c <  противоречиво.

Если круги 1 1( )Fσ  и 1 2( )Fσ  не пересекаются, то 
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Ряд, составленный из правых частей неравенства (8), по условию теоремы 2 сходится и по-
этому по известной лемме Бореля–Кантелли заключаем, что множество 1( )nM ψ  имеет нулевую 

меру. При условии 
5
8( )nF z H′ ≤  в (5) используется метод Спринджука [7].

Случай расходимости. Все теоремы, являющиеся аналогами теоремы Хинчина о расходимо-
сти на многообразиях, используют понятие регулярной системы счетного множества точек. Это 
понятие было введено в 1970 г. Бейкером и Шмидтом [13]. 

Счетное множество точек 1 2( , , ..., , ...)tb b bΓ =  вместе с заданной на Г функцией ( )jf b  назы-
вается регулярной системой, если для любого интервала I найдется такое число 0 0 ( ),T T I=  что 
для всех 0T T>  можно выбрать t чисел ,,1j j tb ≤ ≤  из 1 ,G I= Γ  удовлетворяющих следующим 
условиям:
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Бейкер и Шмидт доказали, что действительные алгебраические числа вместе с функцией 

1 log , 3 ( 1( ( ( )) )) n
j jN H n nH + -ga g = += a  образуют регулярную систему. 

Этот результат был использован при получении оценки снизу размерности Хаусдорфа мно-
жества действительных чисел x, для которых неравенство

 ( ( )) , ,wx H w n-- a < a >  

имеет бесконечное число решений в алгебраических числах a степени n. Оценка снизу была по-
лучена для любых регулярных систем и действительных чисел, удовлетворяющих неравенству 
вида (5) с jb  из регулярной системы.
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Однако для доказательства аналога теоремы Хинчина в случае расходимости свойства регу-
лярности недостаточно. Необходимо доказать регулярность при 0.g =  Для алгебраических чи-
сел такой результат был получен в [8], а в работе [11] регулярность нулей линейных комбинаций 
невырожденных функций была доказана с 0,g =  что позволило в общем случае получить аналог 
теоремы Хинчина в случае расходимости. Вместе с результатами [11; 12] и [10] приходим к сле-
дующему утверждению.

Пусть невырожденные функции 1( ), ..., ( )nf x f x  дифференцируемы 1n +  раз и 

 1 1 0( ) ( ) ... ( ) .n n nF x a f x a f x a= + + +   

Обозначим через 2( )K ψ  множество x из интервала J, для которых неравенство 
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В настоящей работе мы получаем обобщение теоремы 3 на комплексно-значные аналитиче-
ские функции в C.

Пусть 1( ), ..., ( )nf z f z  аналитические функции и 11, ( ), ..., ( )nf z f x  линейно независимы над R. 
Обозначим через 3( )K ψ  для монотонно убывающей функции 3( ), 0,x xψ >  множество z из круга 

0( , ),С z r   для которых неравенство 
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Доказательство утверждения (10) разбивается на два этапа. На первом этапе к неравенству (9) 
добавляется неравенство
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и доказательство аналогично теореме 2. На втором этапе – 
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функции 3( )xψ  можно ослабить неравенство (9) до неравенства 
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и воспользоваться теоремой Клейнбока, поскольку сумма показателей аппроксимации ( )nF z   

и ( )nF z′  равна 1 5 4 9 .
2 8 8

n n- -
- + = -  Это позволяет с запасом оценить меру в системе неравенств 

5
8( )F z H′ <  и (12).

Аналогично теореме 4 можно установить следующий факт.
Пусть функция ( )nF z  удовлетворяет условиям теоремы 4. Обозначим через 1 0( )B δ  множе-

ство 0( , ),z z r∈C  для которых система неравенств

 

1
2 0( ) , ( )n

n

F z Q F z Q
-

-
′< < δ  

имеет хотя бы одно решение в функциях ( ), ( ) .n nF z H F Q≤  
Т е о р е м а 5. Существует 0 0 ( ),n=δ δ  при котором 
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Из (14) и леммы Клейнбока [15] следует, что существует корень 1b  в круге 1 0 ,( )С C z r⊂   с ме-
рой 1 7

1nc QС - -µ <   и 1
1 7 .nz c Q - -b- <  Исключим этот круг из 2B  и на множестве 2 1\B C  найдем 

точку 2 ,z  в которой выполняется система (13). Затем в круге 2С   с площадью 1
82
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дем новый корень 2b  функции ( ).nF z  Эту процедуру можно продолжать до тех пор, пока круга-
ми jC  не покроем 3

4
 меры круга 0( , ).С z r   Для этого понадобится не менее 1

0 )3
4

( ,nt Q rC z+ µ>  

шагов. Из построенных нулей выберем максимальную систему нулей, как в [13], находящихся 

друг от друга на расстоянии 
1

29 .
n

c Q
-

-
  Это множество нулей образует регулярную систему, что 

позволяет доказать (11), как в [8; 11].
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