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О РАЦИОНАЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
С ПОДВИЖНОЙ ОСОБОЙ ЛИНИЕЙ

(Представлено академиком Н. А. Изобовым)

Аннотация. Работа посвящена аналитической теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Объектом 
исследования являются нелинейные автономные дифференциальные уравнения третьего порядка с подвижной осо-
бой линией. Известны двухпараметрические рациональные решения этих уравнений. Цель исследования – выяснить 
вопрос, как из общих решений уравнений с подвижной особой линией получить двухпараметрические рациональ-
ные решения. В аналитической теории дифференциальных уравнений, как правило, нелинейные дифференциальные 
уравнения имеют отрицательные резонансы. Среди этих резонансов обязательно содержится резонанс, равный –1 
(тривиальный случай). При этом в работах некоторых авторов утверждается, что природа нетривиальных отрица-
тельных резонансов до настоящего времени не понята. Представляют интерес уравнения, решения которых имеют 
только нетривиальные отрицательные резонансы. Оказывается, что по отрицательным резонансам можно строить 
рациональные решения рассматриваемых уравнений. В данной работе указано необходимое и достаточное условие, 
при котором двухпараметрическое рациональное решение уравнения с подвижной особой линией можно получить 
из его общего решения. 
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Abstract. The study is devoted to the analytical theory of ordinary differential equations. In the introduction, it is said 
that the object of investigation is nonlinear third-order autonomous differential equations with a moving singular line, and 
whose two-parameter rational solutions are known. The study aims to clarify how to obtain two-parameter rational solutions 
from the general solutions of these equations. In the analytical theory of differential equations, as a rule, nonlinear differential 
equations have negative resonances. Among these resonances is the resonance equal to –1 (trivial case). However, it is asserted 
in some of the researchers’ papers that the nature of these negative resonances has not been found until now. The equations 
only with non-trivial negative resonance arose the interest of researchers. And it appears that the rational solutions of  
the equations can be constructed by their negative resonances. In this paper, a necessary and sufficient condition is indicated, 
at which the two-parameter rational solution of the equation with a moving singular line can be obtained from its general 
solution.
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Введение. Если автономное дифференциальное уравнение 

 
( )( , , , ) 0,nP y y y′ =  
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где P – полином по ( ) , , ,ny y  имеет решение, представимое рядом Лорана

 0 0 0( ) ( ) , ,s r sy h z z h z z s- -= - + + - + ∈     (1)

то решению (1) будем сопоставлять набор

 0 1 2( , ; , , , ).ns h r r r   (2)

Числа 1 2, , , nr r r  называют резонансами [1]. Для однозначности решения (1) в области его 
определения согласно [1–4] необходимо, чтобы резонансы , 1, 2, , ,kr k n=   были целыми и раз-
личными, причем один из них равен –1 [2]. 

Следуя [4], отрицательные резонансы, отличные от –1, будем называть нетривиальными. 
Представляют интерес уравнения, решениям которых отвечают наборы вида (2) с нетривиаль-
ными отрицательными резонансами [4–7].

Рассмотрим два дифференциальных уравнения с подвижной особой линией из [8] и [9] соот-
ветственно

 
212 18( ) ,y yy y′′′ ′′ ′= -   (3) 

 

2
2

2
( 2 ) 4 2( ) .x xxx xx x

x x
′′ ′-′′′ ′′ ′= + -
′ -   (4)

Решению уравнения (3) отвечает набор вида (2) (1, 1; 1, 2, 3).- - - -
В [8] приведено двухпараметрическое рациональное решение уравнения (3)

 
 

12
1 1

1 , , .
( )

by z b
z z z z

= - - ∀ ∈
- -

C   (5)

Легко проверить, что (4) также имеет двухпараметрическое рациональное решение 

 12
1 1

1 , , .
( )

ax z a
z z z z

= - - ∀ ∈
- -

C   (6) 

В [10] получено преобразование Бэклунда между уравнениями (3) и (4)

 
3

3 2
2

2 16 , 3 3 0.
2

x xy x x y xy y
x x
′′ - ′ ′′= - + - =
′ -

  (7)

Формулы (7) показывают, что между рациональными решениями (5) и (6) уравнений (3) и (4) 
имеет место соответствие, если
 3 .a b=   (8) 

Общие решения уравнений (3) и (4) в проколотой окрестности бесконечно удаленной точки 

( )V ∞


 можно представить рядами Лорана так:

 
0 1 22

0 0 0

1 , , , ,
( )

k
k

k

by b b b
z z z z

∞

+
=

= - - ∀ ∈
- -

∑ C   (9)
 

 
0 1 22

0 0 0

1 , , , .
( )

k
k

k

ax a a a
z z z z

∞

+
=

= - - ∀ ∈
- -

∑ C   (10) 

 В данной работе решим задачу: найти условия, при которых из общих решений (9) и (10) 
дифференциальных уравнений (3) и (4), имеющих подвижную особую линию, получаются двух-
параметрические рациональные решения (5) и (6) соответственно.
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Основные результаты. Подставляя ряд (9) в (3), для коэффициентов kb  получим рекуррент-
ную формулу

 
1 2

0

6 ( 2)(5 3 ) , 2, 3, ,
( 1)

k
k m k m

m
b m m k b b k

k k
+ -

=
= + - =

-
∑    (11) 

где 0 1 2, ,b b b  – произвольные комплексные постоянные.

Пусть 
2

0 1, , , , 0, 0.p pb b p q p q
q q

≤ ≤ ∈ > >R
 

Л е м м а 1. Существуют такие положительные действительные числа p и q, что если 
1

, 0 ,
m

m
pb m k

q

+
≤ ≤ ≤  то 

2

1 .
k

k
pb

q

+

+ ≤
 В самом деле, из (11) получим
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0
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2 2
0

6 ( 2)(5 3 )
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( 1)( 1)

k
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если 19 71 1,
( 1)

k
k q

+
≤

-
 т. е. ( 19) 71, 2, 3,  .q k q k- ≥ + =   

Можно взять 120,q ≥  тогда это неравенство выполнено. 
Вывод: существуют положительные действительные числа p, q такие, что

 
1

для {0}.
n

n
pb n

q

+
≤ ∀ ∈ 

 
  (12) 

С л е д с т в и е. Ряд (9) сходится абсолютно, если 
0

1,p
z z

<
-

 т. е. если 0 , 0.z z p p- > >
В самом деле, ряд

 

2

0 00

1 1 k
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z z pq z z

+∞

=

 = - -  - - 
∑

 
с учетом условия (12) будет мажорантным для (9).

Пусть в разложении (9) будет 

 
2 2 2 3

1 0 2 0(1 ) , (1 ) (2 1) , .b b b b= - δ = - δ δ + δ∈C   
Л е м м а 2. Если в разложении (9) будет 
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то

 
1 2
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (11) будем иметь
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Вывод:	согласно	методу	математической	индукции	заключаем,	что

 
1

0(1 ) ( 1) , {0}.n n
nb n b n+= − δ δ + ∀ ∈ ∪ 	 	(13)	

Имеет	место
Т	е	о	р	е	м	а	1.	Чтобы получить рациональное решение (5) из общего решения (9) уравнения (3), 

необходимо и достаточно коэффициенты 0 1 2, ,b b b  подчинить условию

 
3 2 2 3

2 0 1 0 0 1( 3 2 ) 4( ) .b b b b b b− + = − 	 	(14) 

Д	о	к	а	з	а	т	е	л	ь	с	т	в	о.	Пусть	 0 0.b ≠ 	Коэффициенты	 0b 	и	 1b 	свяжем	условием

 
2 2

1 0(1 ) , .b b= − δ δ∈  

Тогда	из	(14)	получим	 2 3
2 0(1 ) (2 1) .b b= − δ δ + 	В	этом	случае	по	лемме	2	будем	иметь	(13).

Положим	 0 , .bb b c
b c

= + δ =
+  

	Тогда	из	(13)	найдем	

 1( 1) , {0}.k k
kb k bc c k+= + + ∀ ∈  	 	(15)	

Подставляя	(15)	в	разложении	(9)	и	считая	 0 ,z z c− > 	получим
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где	 1 0 .z z c= +  

Если	 0 0,b = 	то	полагая	 2
1 ,b c= − 	из	(14)	получим	 3

2 2 .b c= − 	Используя	(11),	найдем	 1.k
kb kc += −

Тогда
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т.	е.

 
1 02

1 1

1 , , .
( )

cy c b z z c
z c z z

= − + = − = +
− −  

С	другой	стороны,	полагая	 1 0 ,z z c= + 	из	(5)	получим
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Значит,	 2 2 3
0 1 2, 2 , 3 .b b c b bc c b bc c= + = + = + 	Исключая	b	и c	из	этих	соотношений,	полу-

чим	(14).
Теорема	1	доказана.
Л	е	м	м	а	3.	Решения y и x уравнений (3) и (4) связаны соотношением

 
23 6 2 .x y xy x′ ′+ = −   (16) 

Д	о	к	а	з	а	т	е	л	ь	с	т	в	о.	Используя	первое	соотношение	из	(7),	с	учетом	(4)	найдем
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откуда	следует	(16).
Подставляя	(9)	и	(10)	в	равенство	(16),	получим	связь	между	коэффициентами ka 	и kb :

 1 1
0

23 (3 ) ,
1

k
k k m m k m

m
a b b a a
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0,1, 2, ,k =  	причем	 0 0, .a b∀
Пусть	 0 .a a c= + 	Учитывая	(8)	и	(15),	из	(17)	получим	 2

1 6 .a bc c= +
Л	е	м	м	а	4.	Если в (10) считать
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то
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+ = + +  

Д	о	к	а	з	а	т	е	л	ь	с	т	в	о.	Так	как	
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то
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Вывод: согласно методу математической индукции заключаем, что

 
1( 1) , {0}.n n

na n ac c n+= + + ∀ ∈    (18)

Т е о р е м а 2. Чтобы получить рациональное решение (6) уравнения (4) из общего решения (10), 
необходимо и достаточно коэффициенты 0 1 2, ,a a a  подчинить условию 

 3 2 2 3
2 0 1 0 0 1( 3 2 ) 4( ) .a a a a a a- + = -   (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1, если учесть вид 
формул (15) и (18), а также (14) и (19).

З а м е ч а н и е. При доказательстве лемм 2 и 4 были использованы формулы

 

2

1 1

3 2 2 4 2

1 1

( 1) 1, ( 1)(2 1),
2 6
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4 30
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+
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∑ ∑

∑ ∑
 

Заключение. В работе для дифференциальных уравнений с подвижной особой линией (3) и (4) 
найдены необходимые и достаточные условия, при которых из общих решений, представленных 
абсолютно сходящимися в проколотой окрестности бесконечно удаленной точки рядами (9) и (10), 
получены рациональные решения соответственно (5) и (6). Эти условия даны теоремами 1 и 2.
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