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Введение. При p ≥ 11 описана блочная структура образов регулярных унипотентных элемен-
тов из подсистемных подгрупп типа C2 в неприводимых представлениях групп типа Cn в харак-
теристике p с локально малыми старшими весами .

Далее K – алгебраически замкнутое поле характеристики p ≥ 11, G = Cn(K), n > 2, ω(φ) – стар-
ший вес представления φ, Jφ(x) – множество размерностей блоков Жордана элемента φ(x) без 
учета их кратностей, Na – совокупность целых чисел i с 1 ≤ i ≤ a, ωi – фундаментальные веса 
группы G .

Т е о р е м а 1 . Пусть p ≥ 11, G = Cn(K), n > 2, φ – p-ограниченное представление группы G, 
ω(φ) = ω = a1ω1 +  . . . + anωn, x ∈ G – регулярный унипотентный элемент из подсистемной 
подгруппы типа C2 . Предположим, что 3an–1 + 4an < p . Положим S = 3a1 + 4(a2 +  . . . + an) .

1) Пусть S < p . Тогда Jφ(x) = NS + 1 или справедливо одно из следующих утверждений:
(i) ω = ωi, 2 ≤ i ≤ n, Jφ(x) = {1, 4, 5};
(ii) ω = a1ω1, a1 > 1, Jφ(x) = NS + 1 \ {2, 3a1 – 4, 3a1 – 1, 3a1};
(iii) ω = ω1, Jφ(x) = {1, 4};
(iv) n = 3 и ω – вес из пункта а)–г)
(а) ω = ω3, Jφ(x) = {4, 5};
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(б) ω ∈ {ω2 + ω3, 2ω1 + ω3, ω1 + ω3, ω1 + 2ω3, 5ω3, ω1 + ω2 + ω3}, Jφ(x) = NS + 1 \ {1};
(в) ω = 3ω3, Jφ(x) = N13 \ {2};
(г) ω = 2ω3, Jφ(x) = N9 \ {1, 4} .
2) Пусть S ≥ p . Тогда Jφ(x) = Np или верно одно из следующих утверждений:

(i) 1
4 ,

3 j
p −

w = w +w  2 ≤  j ≤ n, Jφ(x) = Np \ {p – 1};

(ii) ω = a1ω1, 1 ,
3
pa >  Jφ(x) = Np \ {2, p – 2};

(iii) 
1

,
i

j j
j

a
=

w = w∑  ai ≥ p – 6, i < n – 1, Np \ {2, p – 2} ⊂ Jφ(x) ⊂ Np;

(iv) ω = ai – 1ωi – 1 + aiωi, ai – 1 + ai = p – 1, i < n – 1, Np \ {2, p – 2} ⊂ Jφ(x) ⊂ Np .
Таким образом, |Jφ(x)| ≥ p – 2 при S ≥ p .
Для образов регулярных унипотентных элементов из подсистемных подгрупп типа A3  

в p-ограниченных представлениях группы An(K) с n > 3 и локально малыми старшими весами 
аналогичная задача решена в [1] .

Детальная информация о редких и типичных свойствах индивидуальных элементов в пред-
ставлениях алгебраических групп может быть использована для решения задач распознавания 
представлений и линейных групп по наличию матриц со специальной блочной структурой .

Основная часть. В работе используются следующие обозначения: N и  – множество 
натуральных чисел и по ле комплексных чисел, αi – простые корни группы G, εi (1 ≤ i ≤ n) – веса 
стандартного G-модуля, определенные в [2, § 13], dim Mμ – размерность весового подпространства 
веса μ в модуле М, ,m a  – значение веса μ на корне α (в смысле [3, § 1]) .

Нумерация весов ωi и εi и корней αi соответствует [2, § 13] . Символы ωi, εi и αi используются 
не только для группы G, но и для других простых алгебраических групп, из контекста всегда 
ясно, о какой группе идет речь .

Если Γ – простая алгебраическая группа над  или K, то Xβ – корневая подгруппа, ассо-
циированная с корнем β, ,ii a=X X  ,i tX ±  – элемент гипералгебры группы Γ, ассоциированный  
с корнем i±a  и числом t . Обозначим символом Г(β1,  . . ., βk) подгруппу в Γ, порожденную корневыми 
подгруппами 1 ,  . . ., ,k±b ±bX X  и положим 1 1( ,  . . ., ) ( ,  . . ., ) .j ji ii iΓ = Γ a a  Подгруппу, порожденную 
всеми корневыми подгруппами, ассоциированными с корнями из некоторой подсистемы сис-
темы корней группы Γ, будем называть подсистемной подгруппой .

Если ω – доминантный вес группы Γ, то M(ω), V(ω) и T(ω) – неприводимый модуль, модуль 
Вейля и тилтинг-модуль группы Γ со старшим весом ω; ω(φ) (ω(M)) – старший вес представления 
φ (модуля M); ω(m) – вес весового вектора m ∈ M, X(φ) (X(M)) – множество весов представления φ 
(модуля M), X+(M) – множество доминантных весов модуля M . Если H – подгруппа в Γ, то M|H – 
ограничение Γ-модуля M на H . Предполагается, что веса и корни группы Γ рассматриваются 
относительно фиксированного максимального тора T . Если T ∩ H – максимальный тор подгруппы 
H, то ω|H – ограничение веса ω на T ∩ H . В этом случае для весового вектора m из некоторого 
Γ-модуля полагаем ωH(m) = ω(m)|H . Заметим, что T ∩ H – максимальный тор в H для подсистемных 
подгрупп H . Если М – неприводимый Γ-модуль, то v ∈ М – ненулевой вектор старшего веса . 
Напомним, что модуль для полупростой алгебраической группы называется тилтинг-модулем, 
если он имеет и фильтрацию модулями Вейля, и фильтрацию комодулями Вейля .

Символом dφ(x) обозначим степень минимального многочлена образа элемента x ∈ Г в пред-
ставлении φ . Веса группы A1(K) отождествляются с целыми числами: aω1 → a .

Рассматриваются только конечномерные представления и модули .
В доказательстве теоремы 1 существенно используются следующие факты .
Т е о р е м а 2 [4] . Пусть Γ – полупростая алгебраическая группа, S = Γ(i1,  . . ., ik) ⊆ Γ, M – 

неприводимый Γ-модуль со старшим весом ω и v ∈ M – ненулевой вектор старшего веса. Тогда 
подпространство KSv ⊆ M является неприводимым S-модулем со старшим весом ω|S и прямым 
слагаемым S-модуля M . 

Л е м м а 1 [5, лемма 2 .46] . Пусть M – неразложимый G-модуль со старшим весом 
1

n
i i

i
a

=
w∑   

и v ∈ M – ненулевой вектор старшего веса. Пусть 1 ≤ s, t ≤ n . Предположим, что 0 < at < p . Для 
целого d с 0 ≤ d ≤ at определим вектор v(s, t, d) следующим образом. Пусть dt = d .
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Если s > t, положим dk = ak + dk – 1 при s ≥ k > t .
Если s < t, положим dk = ak + dk + 1 при s ≤ k < t и k ≠ n – 1 и dn – 1 = an – 1 + 2dn при t = n . Теперь 

запишем
 , , ,( , , )  . . .  . . .  .s ks d k d t dv s t d X X X v− − −=

При s = t положим v(s, t, d) = X–s, dv . Тогда v(s, t, d) ≠ 0 и Xm,bv(s, t, d) = 0 для положительного 
m ≠ s и b > 0 . Следовательно, группа Xm фиксирует v(s, t, d) .

Обозначение v(s, t, d) многократно используется ниже .
Т е о р е м а 3 . Пусть Γ = Cr(K), r ≥ 2, x ∈ Γ – регулярный унипотентный элемент из 

подсистемной подгруппы типа C2 . Тогда существует замкнутая в топологии Зарисского под-
группа A ⊂ Γ такая, что A { A1(K), A содержит элементы, сопряженные с x, TA = A ∩ T – мак-
симальный тор в A, ε1|TA = 3, ε2|TA = 1, εi|TA = 0, 3 ≤ i ≤ r . Пусть φ – неприводимое p-ограниченное 
представление группы Γ со старшим весом 

1
 .

r
i i

i
a

=
w∑  Тогда

 
1 2

( )
max | 3 4(  . . . )A r

X
T a a a

m∈ ϕ
m = + + +  и 1 2( ) min{ ,1 3 4(  . . . )} .rd x p a a aϕ = + + + +

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Γ = Cr() . Пусть x ∈ Γ – элемент с той же нормальной 
формой Жордана в естественном модуле, что и x, а φ – неприводимое представление группы Γ 
со старшим весом ω(φ) .

Нетрудно установить, что x (и x) в естественном модуле имеет один блок Жордана размер-
ности 4 и блоки размерности 1 . Положим N(x) = (3, 1, 0, …, 0, –1, –3) (в N(x) 2 r чисел) .

В силу [6, предложение 2 .12] существует замкнутая в топологии Зарисского подгруппа 
A типа A1 такая, что A содержит элемент, сопряженный с x, T ∩ A = TA – максимальный тор 
в A, αi|TA ∈ {0, 1, 2} и набор { ±εi|TA | 1 ≤ i ≤ r } совпадает с набором N(x) с учетом кратностей . 
Так как αi|TA ≥ 0, отсюда следуют формулы для εi|TA и ясно, что 

( )
max | ( ) |  .A A

X
T T

m∈ ϕ
m = w ϕ  

Поскольку 
1

,
i

i j
j =
∑w = e  получаем, что ω(φ)|TA = 3a1 + 4(a2 +  . . . + ar) . В силу [5, теорема 1 .7] 

( ) min{ ,1 ( )} .C Cd x p d xϕ ϕ= +  
Пусть ρj – неприводимое представление группы Γ со старшим весом ωj, 1 ≤ j ≤ n,  

( ) 1 .jj Cm d xr= −  В силу [6, алгоритм 1 .4] число mj равно сумме j максимальных чисел из набора 
N(x) . Поэтому m1 = 3, m2 =  . . . = mr = 4 . Ввиду [5, предложение 1 .5]

 
1 2

1
( ) 1 1 3 4(  . . . ) .C

r
C i i r

i
d x a m a a aϕ

=
= + = + + + +∑

Это завершает доказательство .
Положим Qn = {(a1,  . . ., an) | a1 ≥ a2 ≥  . . . ≥ an, ai ∈ N} . Если a = (a1, a2,  . . ., an) ∈ Qn и b =  

(b1, b2,  . . ., bn – 1) ∈ Qn – 1, то b < a означает, что a1 ≥ b1 ≥ a2 ≥  . . . ≥ bn-1 ≥ an .
В следующей теореме Va – неприводимый Cn()-модуль со старшим весом a1ε1 +  . . . + anεn .
Т е о р е м а 4 [7, теорема 11] . Пусть H ⊂ Cn() – подсистемная подгруппа типа Cn – 1 . Тогда 

Va|H { ⊕b < (a, 0) ⊕c < b Vc, где a, b ∈ Qn, c ∈ Qn – 1 .
Л е м м а 2 [8, лемма 7] . Пусть U – A1(K)-модуль и |a| < p для всех весов модуля U. Тогда 

модуль U вполне приводим.
Л е м м а 3 . Модуль Вейля группы С2(K) со старшим весом a1ω1 + a2ω2 неприводим при 

a1 + 2a2 + 3 ≤ p.
Л е м м а 4 . Пусть N = C2(K) – модуль, веса всех композиционных факторов которого имеют 

вид a1ω1 + a2ω2 с a1 + 2a2 + 3 ≤ p. Тогда N вполне приводим.
Л е м м а 5 . Пусть Γ = Cr(K), r ≥ 2, x ∈ Γ – регулярный унипотентный элемент из подсистемной 

подгруппы типа C2, M – неприводимый Γ-модуль со старшим весом ω = a1ω1 + ... + arωr. 
Предположим, что модуль Вейля V(ω) неприводим и 3a1 + 4(a2 + ... + ar) < p. Тогда размерности 
блоков Жордана элемента x в модуле M такие же, как у аналогичного элемента группы Cr()  
в неприводимом модуле со старшим весом ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Γ = Cr(), x ∈ Γ – регулярный унипотентный элемент из 
подсистемной подгруппы типа C2, M – неприводимый Γ-модуль со старшим весом ω . Легко 
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видеть, что нормальные формы Жордана элементов x и xC в естественных модулях групп Γ и ΓC 
совпадают. В силу [6, предложение 2.12] существует замкнутая в топологии Зарисского 
подгруппа AC { A1(C), такая, что xC ∈ AC, TC ∩ AC – максимальный тор в AC для некоторого 
максимального тора TC ⊂ ΓC и ограничение весов с TC на TC ∩ AC задает тот же гомоморфизм 
X(Γ) → Z, что и ограничение с T на T ∩ A.

Так как модуль M { V(ω), из сказанного выше следует, что кратности весов модулей MC|AC  
и M|A совпадают. Ввиду теоремы 3 | μ|T ∩ A| < p для любого веса μ ∈ X(M). Тогда в силу леммы 2 
M|A – прямая сумма p-ограниченных неприводимых модулей. Таким образом, размерности 
блоков Жордана элементов xC и x в модулях MC и M соответственно однозначно определяются 
кратностями весов модулей MC|AC и M|A и поэтому совпадают.

Т е о р е м а 5 [9, часть теоремы 6, таблица 2]. Пусть V – неприводимое представление группы 
C2(C) со старшим весом m1ω1 + m2ω2. Тогда образ регулярного унипотентного элемента в пред­
ставлении φ имеет блоки всех размерностей i ≡ 3m1 + 4m2 + 1 (mod 2), где 1 ≤ i ≤ 3m1 + 4m2 + 1, 
за исключением пар (m1, m2) и блоков Жордана, указанных ниже. В частности, при m1 > 10  
и m2 > 4 имеются блоки всех априори возможных размерностей.

m1 m2 Размерность отсутствующего блока

1 (mod 2) > 1 0 3m1 + 4m2 – 1, 2
1 0, 2 (mod 3) 2
1 1 (mod 3) 4
3 3 (mod 6) 2
2 0 3 m1 + 4m2 – 1 = 5, 1

2 (mod 4) > 2 0 3m1 + 4m2 – 1, 5, 1
0 (mod 4) 0 3m1 + 4m2 – 1, 3

0 1 3m1 + 4m2 – 1 = 3, 1
0 2 3m1 + 4m2 – 1 = 7, 3, 1
0 3 3m1 + 4m2 – 1 = 11, 5, 3
0 0 (mod 3) > 3 3m1 + 4m2 – 1, 11, 5, 3
0 1, 2 (mod 3) > 2 3m1 + 4m2 – 1, 7, 3, 1
2 >0 1

0 (mod 2) > 2 1 1
2 (mod 4) > 2 2 1

6 1, 2, 4, 5 (mod 6) > 2 1
4,10 1, 4 (mod 6) > 1 1

2, 6, 10 (mod 12) > 6 4 1

Л е м м а 6 [10]. Пусть λ – доминантный вес полупростой алгебраической группы Γ и модуль 
Вейля V(λ) неприводим. Предположим, что λ – максимальный вес Γ­модуля U и весовое под­
пространство этого веса одномерно в U. Тогда U = V ⊕ N, где N { M(λ).

Л е м м а 7. Пусть Γ = С2(K), х ∈ Γ – регулярный унипотентный элемент, А – подгруппа типа 
А1 из теоремы 3, содержащая х, λ = а1ω1 + а2ω2 – вес группы Γ. Если а1 + 2а2 + 3 ≤ p, то М(λ)|A – 
тилтинг­модуль.

В доказательстве леммы 7 применяется индукция по a1 + a2, существенно используются лем-
ма 6 и свойства тензорных произведений и прямых слагаемых тилтинг-модулей.

Л е м м а 8. Пусть Γ – полупростая алгебраическая группа над K, H ⊂ Γ, z ∈ H. Предположим, 
что N – прямое слагаемое ограничения Γ­модуля U на H. Тогда JN(z) ⊂ JU(z). В частности, если 
ограничение U|H вполне приводимо, то JМ(z) ⊂ JU(z) для любого композиционного фактора M 
H­модуля U. 

Последнее утверждение леммы 8 вытекает из [11, следствие 8].
Л е м м а 9 [12, леммы 1.2, 1.3]. При 0 ≤ c < p модуль T(c) @ V(c) @ M(c). 
Пусть p ≤ c < 2p – 1. Положим c = r + p. Тогда максимальный подмодуль M модуля V(c) 

изоморфен M(p – r – 2). В модуле T(c) имеется фильтрация 
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T(c) = M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ M4 = 0 с M1/M2 @ M3 @ M(p – r – 2) и M2/M3 @ M(r + p);
dimT(c) = 2p . В этом случае модуль T(c) проективен для групп A1(p) .

О б щ а я  с х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м ы  1 . Доказательство теоремы 1 основано 
на построении набора прямых слагаемых с определенными свойствами в ограничениях рас-
сматриваемого модуля на подсистемные подгруппы типа C2 и подгруппы типа А1, содержащие 
рассматриваемые унипотентные элементы . Эти слагаемые оказываются тилтинг-модулями с не 
слишком большими относительно характеристики старшими весами . Существенно исполь-
зуются результаты А . А . Осиновской [9] (см . теорему 5) о блочной структуре образов регулярных 
унипотентных элементов в неприводимых представлениях группы C2() и информация о строе-
нии тилтинг-модулей группы типа A1 с весами, не превосходящими 2p – 2 (лемма 9) .

Далее φ – неприводимое представление со старшим весом ω(φ) = a1ω1 +  . . . + anωn, удов-
летворяющим условиям теоремы 1; M – неприводимый G-модуль, где реализуется представление 
φ; G1 = G(n – 1, n); x – регулярный унипотентный элемент подгруппы G1 . Известно, что ре-
гулярные унипотентные элементы произвольных подсистемных подгрупп типа C2 сопряжены  
с x . При доказательстве теоремы 1 мы фактически показываем, что φ(y) имеет блок определенного 
раз мера для такого элемента y .

В доказательстве отдельно рассматриваются случаи, когда S = 3a1 + 4a2 +  . . . + 4an < p и S ≥ p .
1 . Пусть S < p, А – подгруппа из теоремы 3, содержащая х . Тогда в силу теоремы 3 и леммы 2 

M|A – вполне приводимый модуль с p-ограниченными неприводимыми компонентами . При 
доказательстве будем использовать лемму 8 без дополнительных пояснений . В силу теоремы 3 
JM(x) ⊂ NS + 1 . Предположим, что ω ≠ a1ω1 + anωn .

Положим μ1 = a1ω1 + (a2 +  . . . + an)ω2, μ2 = (a1 + 1)ω1 + (a2 +  . . . + an – 1)ω2 . Покажем, что M|G1 
имеет композиционные факторы M1 = M(μ1) и M2 = M(μ2) .

Положим H1 = G(α1, 2ε2) . Выберем минимальный индекс j > 1 с aj ≠ 0 . В силу нашего пред-
положения j < n . Положим α = α2+…+αj, β = 2εj + 1, H2 = G(α, β) . Ясно, что 1 1( )  .H vw = m  Пусть 
m = v(1, j, aj – 1) . В силу леммы 1 подгруппы Xi с 2 ≤ i ≤ n сохраняют m . Тогда из известных 
формул коммутации в группе G следует, что Xα тоже сохраняет m . Ясно, что и подгруппа Xβ 
сохраняет m . Заметим, что 2 2( )  .H mw = m  Легко видеть, что v и m порождают H1- и H2-модули со 
старшими весами 1 ( )H vw  и 2 ( )H mw  соответственно . Отсюда следует, что M|Hi имеет компо зи-
ционный фактор, изоморфный Mi, i = 1, 2 .

Так как подгруппы H1 и H2 сопряжены с G1, то ограничение M|G1 тоже имеет такие факторы . 
Ввиду леммы 8 ( ) ( ) .iM MJ x J x⊂

Из леммы 3 следует неприводимость модулей V(μi), i = 1, 2 . Поэтому в силу леммы 5 мно-
жества ( )iMJ x  такие же, как для аналогичных элемента и модулей в нулевой характеристике . 
Они описываются теоремой 5 . 

Если μ1 и μ2 не являются исключительными весами из таблицы теоремы 5, то JM1
(x) = 

1 1( ) { | 1(mod 2), 1},MJ x a a a a S= ≡ + ≤ +  2 1( ) { | (mod 2), } .MJ x a a a a S= ≡ ≤  Поэтому JM(x) = NS + 1 .
Затем рассматриваются случаи, когда μ1 или μ2 – исключительный вес из таблицы или 

ω = a1ω1 + anωn, они требуют специального анализа . 
2 . Пусть S ≥ p . Выберем минимальное i такое, что 3ai + 4ai+1 +  . . . + 4an < p . Ясно, что i > 1 . 

Положим Γ = G(i, i + 1,  . . ., n) . Пусть A ⊆ G1 – подгруппа из теоремы 3, содержащая х, N – Γ-модуль, 
порожденный ненулевым вектором старшего веса . Ясно, что ω(N) = ω|Γ = aiω1 + ai + 1ω2 +  . . . + 
anωn – i + 1 . В силу теоремы 2 N – неприводимый Γ-модуль, являющийся прямым слагаемым 
модуля М|Г . 

Ввиду леммы 8 JN(х) ⊂ JM(x) . При i < n – 1 определяем множество JN(х), рассуждая, как  
в случае 1 . При i = n – 1 воспользуемся леммой 5 . Для поиска других чисел из множества JM(x) 
используются следующие соображения . В Г-модуле М построим несколько прямых слагаемых Nj 
таких, что все композиционные факторы ограничений Nj|G1 удовлетворяют условиям леммы 3,  
а старшие веса композиционных факторов ограничений Nj|А не больше 2р – 2 . В силу леммы 4 Nj – 
вполне приводимый G1-модуль . Теперь из леммы 8 следует, что JF(х) ⊂ JM(x) для любого 
композиционного фактора F G1-модуля Nj . Ввиду леммы 7 F|A – тилтинг-модуль . Заметим, что 
это сумма неразложимых тилтинг-модулей Т(λ) с λ ≤ 2р – 2 . Из леммы 3 следует, что все 



размерности весовых подпространств модуля F такие же, как у неприводимого модуля в харак-
теристике 0 с тем же старшим весом, и могут быть вычислены по известным формулам . Поэтому, 
используя лемму 9, удается доказать существование в модулях F|A прямых слагаемых, изо-
морфных р-ограниченным неприводимым А-модулям с определенными старшими весами . Из 
наличия такого А-модуля со старшим весом m следует, что m + 1 ∈ JF(x) ⊂ JM(x) .

При анализе представлений из пунктов 2i и 2ii теоремы 1 приходится доказывать отсутствие 
некоторых прямых слагаемых в ограничениях неприводимых G1-модулей вида М(аω1) на под-
группу А при произвольных а < р . При этом рассматриваются тилтинг-модули Т(λ) для группы 
А с λ ≤ 3р – 3 . 

Заметим, что при р < 5 порядок регулярного унипотентного элемента из подсистемной под-
группы типа С2 больше р . Случай, когда р = 5 или 7, требует специального анализа . В этой 
ситуации у группы С2(K) мало неприводимых модулей, ограничения которых на А – прямые 
суммы р-ограниченных модулей . Этот случай будет исследован позже .

Заключение. Как правило, образы регулярных унипотентных элементов из подсистемных 
подгрупп типа C2 в рассматриваемых в сообщении представлениях имеют блоки Жордана всех 
априори возможных размерностей . 

Работа выполнена в рамках Государственной программы научных исследований «Конвер-
ген ция» (2011–2015) и частично поддержана Белорусским республиканским фондом фундамен-
тальных исследований (проект Ф14-043) .
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