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Аннотация. Показано, что совершая преобразования типа Леви–Чивита в двумерных уравнениях Гельмгольца 
и Клейна–Фока возможно определение когерентных состояний стандартным образом. При этом, если в случае эл-
липтического уравнения Гельмгольца преобразование Леви–Чивита реализуется комплексным квадратичным ото-
бражением, то в случае гиперболического уравнения типа Клейна–Фока оно реализуется аналогом такого отображе-
ния, определенного для функций двойного переменного. Найдены координатные и импульсные представления 
построенных когерентных состояний. Целью построения когерентных состояний описанным образом является 
дальнейшее развитие модели адронов, предложенной в [1; 2].
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Abstract. In this article it is shown that by performing levi–Chivita-type transformations in the two-dimensional Helm-
holtz and klein–Fock-type equations, it is possible to determine coherent states in a standard way. Moreover, if in the case  
of the Helmholtz elliptic equation the levi–Civita transformation is realized by a complex quadratic map, then in the case  
of the klein–Foсk-type equation it is realized by an analogue of such a map however defined for functions of a double vari-
able. The coordinate and momentum representations of the coherent state are found. The purpose of constructing coherent 
states in the described manner is a further development of the hadron model proposed in [1; 2].
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Введение. Как известно, существуют проблемы с введением обычных (не обобщенных [3]) 
когерентных состояний в релятивистском случае [4]. Покажем ниже, что применение квадра-
тичных конформных преобразований в комплексной области и их аналога для функций двойного 
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переменного (в литературе такие преобразования часто называют преобразованиями Леви–Чи-
вита [5]), к двумерному уравнению Гельмгольца и двумерному уравнению типа Клейна–Фока–
Гордона соответственно дает возможность в случае последнего уравнения, которое инвариантно 
относительно двумерных преобразований Лоренца также ввести когерентные состояния. 

Будем рассматривать двумерное уравнение Гельмгольца (стационарное двумерное уравнение 
Шредингера) 
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и двумерное уравнение типа Клейна–Фока–Гордона
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Осуществим следующие замены переменных в (1): 1( , ) ( , )x yψ →Φ η ξ  и проведем комплекси-
фикацию 2 2 2( ) 2 ,x iy i i+ = η+ ξ = η − ξ + ηξ  тогда это уравнение примет вид
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В уравнении (2) сделаем замены 2 2 2( ) ( ) ( ) 2jz t j j+ = χ + ζ = χ + ζ + χζ и 2( , ) ( , ).z tϕ →Φ χ ζ  Здесь 
нами использовались аналитические функции, определенные над двойными числами для ко-
торых j2 = 1. При этом вместо (3) получим
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Отметим, что функции, заданные над двойными числами, являются адекватным аппаратом 
для описания релятивистских систем [6; 7] (см. также [8]).

Определение когерентных состояний. Теперь обратимся к (3), учитывая, что именно для 
таких состояний возможно введение когерентных состояний. Данное уравнение является урав-
нением осцилляторного типа. Сформулируем его в терминах когерентных состояний. Для этого 
перепишем как
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где 2 ,⊥′η = Λ η  2 ⊥′ξ = Λ ξ и введем операторы рождения и уничтожения 
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При этом оператор уравнения (5) может быть выражен через операторы (6) как 

  1 1 1 2 22( 1).L a a a a+ − + −= − + +

В (4) введем новые переменные 2 ,′χ = Λ χ


 2 .′ζ = Λ ζ


 Тогда оно примет вид 
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Введем операторы рождения и уничтожения, связанные с (7),
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Оператор 2L  выражается через операторы (8) следующим образом:

  2 1 1 2 22( ).L b b b b+ − + −= − −  (9)
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Для каждой пары операторов рождения и уничтожения (6), (8) справедливы соотношения 

  [ , ] , [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 0,k l kl k l k l k ka a I a a a a a I a I− + + + − − − += δ = = = =

где k, l = 1, 2 соответствуют ′η   или ′ξ  
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определяющие алгебру Гейзенберга–Вейля.
Когерентные состояния, как известно, определяются как собственные состояния операторов 

уничтожения с комплексными собственными значениями [3]

 1 1 1 1 2 2 2 2, .a a− −α = α α α = α α   (11)
Соответственно для kb

  1 1 1 1 2 2 2 2, .b b− −β = β β β = β β   (12)

Диагональный матричный элемент от оператора (9) в обкладках когерентных состояний (12) 
дает
  1 22( 2) 0,n n− + + =   (13)

т. е. ведет к противоречию, выражение (13) нереализуемо. Данное обстоятельство объяснимо, так 
как собственные значения одномерного, а следовательно в данном случае и двумерного осцил-
лятора не могут равняться нулю [9].

Для выражений (10), (12) соответствующий матричный элемент равен

 3 42( ) 0.n n− − =   (14)

Выражение (14) не противоречиво, так как 3n  в принципе может равняться 4.n
Координатные и импульсные представления когерентных состояний в новых переменных. 

Решение уравнения (11), (12) в координатном ( , , ,′ ′ ′ ′η ξ χ ζ ) представлении дается выражением:
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Здесь 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , , .i i i i′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′α = α + α α = α + α β = β + β β = β + β
Импульсное представление в смысле операторов / ,i ′∂ ∂η  / ,i ′∂ ∂ξ  / ,i ′∂ ∂χ  /i ′∂ ∂ζ  с собственными 

значениями ,p ′η  ,p ′ξ  ,p ′χ  p ′ζ  имеет вид
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Отметим также, что выражения (15)–(17) при обращающихся в ноль собственных значениях 
1 2 1 2 0,α = α = β = β =  представляют собой решения, соответствующие вакуумным состояниям  

в представлении чисел заполнения и являются решениями уравнений (5) и (7) соответственно.
Заключение. Показано, что совершая преобразования типа Леви–Чивита в двумерных 

уравнениях Гельмгольца и уравнении типа Клейна–Фока возможно определение когерентных 
состояний стандартным образом. При этом, если в случае эллиптического уравнения Гельм-
гольца преобразование Леви–Чивита реализуется комплексным квадратичным отображением, 
то в случае гиперболического уравнения Клейна–Фока оно реализуется аналогом такого отобра-
жения, определенного для функций двойного переменного. Найдены координатные и импульс-
ные представления построенных когерентных состояний. 
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В модели адрона, предложенной в [1], партоны – составляющие адрона рассматривались как 
когерентные возбуждения на орисфере релятивистского импульсного пространства. Модель 
носила феноменологический характер и не была подчинена каким-либо уравнениям. Целью 
построения когерентных состояний описанным выше образом является дальнейшее развитие 
предложенной модели адронов и установление возможных ограничений, следующих из урав-
нений теории поля.
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